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В работе рассматривается задача моделирования переноса долгоживущего радионуклида цезия-135 в пористом ма-

териале инженерного барьера хранилища радиоактивных отходов. Цезий-135 обладает большим периодом полураспада, 

составляющим около 2,3·10⁶ лет, что определяет его значимость при оценке долговременной радиационной безопасно-

сти. Эффективность инженерных барьеров во многом зависит от способности материалов замедлять миграцию подоб-

ных изотопов в геологической среде. 

Для описания процесса переноса предложена математическая модель нелинейной диффузии, в которой эффективный 

коэффициент диффузии зависит от концентрации радионуклида. Такая постановка позволяет учитывать сорбционные 

процессы, протекающие на поверхности глинистых минералов, а также эффект насыщения активных сорбционных цен-

тров при увеличении концентрации цезия. Используемый подход обеспечивает более адекватное описание физико-

химических особенностей переноса радионуклидов по сравнению с линейными моделями. 

Численное решение уравнения нелинейной диффузии выполнено с применением явной разностной схемы. Для обеспече-

ния устойчивости вычислений соблюдались необходимые условия, связывающие шаги по времени и пространству. Кон-

троль точности численного решения осуществлялся методом последовательного измельчения расчетной сетки. Показа-

но, что максимальная относительная погрешность не превышает 2 процентов. 

Полученные результаты позволяют определить пространственно-временное распределение концентрации цезия-135 

в инженерном барьере и оценить время достижения потенциально опасных уровней загрязнения на различных глубинах. 

Модель может использоваться при анализе эффективности инженерных барьеров и обосновании безопасности систем 

долговременного захоронения радиоактивных отходов. Практическая значимость работы заключается в возможности 

применения разработанной модели при проектировании хранилищ, сравнительном анализе барьерных материалов, про-

гнозировании поведения радионуклидов и поддержке принятия инженерных решений на этапах эксплуатации и монито-

ринга без существенного увеличения вычислительных затрат и усложнения исходных параметров модели в инженерных 

расчетах безопасности. 
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Введение 

Безопасное долгосрочное захоронение высокоактивных 

радиоактивных отходов (РАО) является одной из ключе-

вых проблем современной атомной энергетики. Считается, 

что инженерные барьеры из низкопроницаемых материа-

лов (глины [1], цемента [2], бетона [3]) обеспечивают изо-

ляцию радионуклидов на протяжении тысячелетий, замед-

ляя их миграцию в геологическую среду за счет механиз-

мов диффузии и сорбции. 

Среди долгоживущих продуктов деления особое место 

занимает цезий-135, относящийся к долгоживущим продук-

там распада и значим в проблеме долговременного захоро-

нения отработанного ядерного топлива, поскольку период 

полураспада ¹³⁵Cs составляет ~2,3·10⁶ лет) [4]. Необходимо 

отметить, что высокая геохимическая подвижность в водной 

среде в сочетании с исключительной долгоживучестью де-

лает радионуклид ¹³⁵Cs определяющим при оценке долго-

срочной радиологической опасности хранилищ [5]. 

Известно, что поведение ¹³⁵Cs в барьерных материалах 

характеризуется сложной нелинейностью. Эксперимен-

тальные исследования, например [6], по диффузии цезия, 

показывают, что эффективный коэффициент диффузии не 

является константой, а может меняться в зависимости от 

степени водонасыщения, плотности материала и, что важ-

но, от концентрации самого изотопа цезия. Эта зависи-

мость обусловлена механизмом конкуренции за сорбцион-

ные центры на поверхности глинистых минералов [7], та-

ких как илит и вермикулит [8]: при низких концентрациях 

цезий эффективно сорбируется на высокоаффинных пози-

циях, что резко снижает его подвижность; с ростом кон-

центрации эти центры насыщаются, и доля цезия, участ-

вующего в быстрой поровой диффузии, увеличивается [9]. 

Также важно отметить, что конкуренция за сорбционные 

центры определяется не только концентрацией Cs, но и 

сопутствующими катионами, выделяющимися из самой 

глины при контакте с водой. Как показано в работе [10], 

пренебрежение вымыванием Ca²⁺ и Mg²⁺ приводит к арте-

фактно заниженным значениям Kd при высоких соотно-

шениях твердой фазы к жидкости. 

Существующие модели миграции зачастую использу-

ют упрощенные подходы, такие как постоянный коэффи-

циент диффузии или линейная изотерма сорбции, что не 

позволяет адекватно описать процесс на масштабах, срав-

нимых со сроком службы хранилища [11].  

Необходимо отметить, что даже усовершенствованные 

модели, такие как модели матричной диффузии [12], модели 

ClaySor [13], многосайтовые модели поверхностной диффу-

зии [14], многокомпонентные модели реактивного переноса с 

катионным обменом [15], требуют сложной параметризации и 

значительных вычислительных ресурсов. 

В связи с данными фактами актуальным является по-

вышение эффективности  моделирования нелинейной 

диффузии ¹³5Cs в инженерном барьере хранилища радио-

активных отходов. 
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Цель исследования  разработка и эффективная чис-

ленная реализация математической модели нелинейной 

диффузии ¹³⁵Cs в инженерном барьере хранилища радиоак-

тивных отходов.  

В рамках реализации модели нелинейной диффузии 

¹³⁵Cs в инженерном барьере хранилища радиоактивных 

отходов решены следующие задачи:  

1) получение пространственно-временных распределе-

ний концентрации в барьере за период 2000 лет;  

2) анализ динамики достижения критического (опасно-

го) уровня концентрации на различных глубинах;  

3) оценка эффективности барьера заданной толщины. 

Математическая модель и метод решения 

Перенос цезия-135 в пористом материале барьера опи-

сывается уравнением нелинейной диффузии: 
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где:  ,c x t  – концентрация цезия-135 в поровой воде барь-

ера, [моль/м³]; x  – координата, отсчитываемая от поверх-

ности контакта с отходами вглубь материала, [м]; t  – вре-

мя, [c]; eD  – базовый эффективный коэффициент диффу-

зии цезия в материале барьера (не учитывающий 

сорбционное замедление), [м²/с];  c  – безразмерный 

коэффициент, учитывающий снижение подвижности цезия 

из-за сорбции. При   1c   модель сводится к классиче-

скому уравнению Фика. 

Функция  c  задается выражением, отражающим на-

сыщение сорбционных центров: 
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где 2,5K   – параметр, характеризующий максимальное 

возможное снижение диффузии за счет сорбции, а 

half 0,1моль/м³c   – концентрация полунасыщения. При

halfс с   halfc 1 Kc ,    что означает, что при больших 

концентрациях  c становится почти константой и даль-

нейшее увеличение концентрации цезия уже мало меняет 

подвижность. При
halfc c   1c  , и диффузия прибли-

жается к значению в свободной поре. 
Для расчетов базовый эффективный коэффициент 

диффузии цезия в водонасыщенном глинистом материале 

принят равным 111,8 10 м²/сeD   , что соответствует ха-

рактерным для бентонитов порядкам величин. 

Для удобства расчетов прогноза в масштабе лет вы-

полнено преобразование  

год 7 43,15576 10 5,68 10 м²/годe eD D      .  

Длина барьера 10 м.L   Время моделирования 

max 2000летT  . Концентрация на границе с отходами 

0 1,0 моль/м³ c  . 

Граничные и начальные условия при 0x  :   00,c t c  

(граничное условие Дирихле). При x L : / 0c x    (усло-

вие непроницаемости, нулевой поток). При 0t  :  

 ,0 0  c x  для 0x    (исходно чистый барьер). 

Для оценки безопасности важным является определе-

ние времени достижения опасного уровня загрязнения. В 

данной работе, фокусирующейся на процессах в непосред-

ственной приконтактной зоне хранилища, в качестве мо-

дельного порогового значения принята концентрация 

crit 0,01моль/м³c  .  

Это значение существенно (на несколько порядков) 

превышает нормативы для питьевой воды (например, уро-

вень вмешательства для ¹³5Cs по НРБ-99/2009 составляет 

порядка 51,7 10  моль/м³) [16], но является репрезента-

тивным для анализа зоны интенсивного воздействия отхо-

дов и позволяет наглядно исследовать динамику формиро-

вания опасной ситуации в самом барьере. 

Уравнение (1) решено явной разностной схемой. Рас-

четная область дискретизируется равномерной сеткой с 

шагом Δx  по пространству и Δt  по времени. Аппрокси-

мация производных приводит к итерационной формуле для 

внутренних узлов: 
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Здесь
xN  – число узлов сетки разбиения пространства; 

xi 1 1,N   – индексы пространственных узлов; tN  – число 

узлов сетки разбиения пространства; 
tn 0 1,N   – индек-

сы временных узлов; Δx и Δt  – шаги сеток. 

Устойчивость явной схемы обеспечивали выполнением 

условия Куранта – Фридрихса – Леви (CFL): 

 

  

2
0,4 Δ

Δ
max /год

e

x
t

D c





.  (4) 

Контроль точности осуществляли методом последова-

тельного измельчения сетки. Расчеты проводили на после-

довательности сеток (Nx=51, Nt=5000) → (Nx=101, 

Nt=10000) → (Nx=201, Nt=20000). Максимальная относи-

тельная погрешность между решениями на соседних по 

точности сетках не превысила 2 %. 

Результаты и обсуждение 

Все представленные ниже результаты получены в резуль-

тате расчетов по описанной численной модели. Использова-

лась финальная сетка с параметрами Nx=201, Nt=20000, что 

обеспечивает пространственное разрешение  0,05 м и времен-

ной шаг  0,1 года при выполнении условия CFL. 

Временная динамика концентрации на различных глу-

бинах. На рис. 1 представлены зависимости концентрации 

¹³5Cs от времени на фиксированных глубинах 0,1; 0,5; 1,0; 

2,0; 5,0 м. и 8.0 м. Горизонтальная пунктирная линия обо-

значает уровень модельной опасной концентрации critc . 

На малых глубинах (0,1–0,5 м) наблюдается быстрый 

рост концентрации, приближающийся к граничному зна-

чению 0c  уже за первые сотни лет. Это связано с близо-

стью к источнику поступления радионуклида и малой дли-

ной диффузионного пути. 

Превышение порога critc   происходит чрезвычайно 

быстро: на глубине 0,1 м – через 15 лет, на глубине 0,5 м – 

через 85 лет. На средней глубине (1,0–2,0 м) кинетика про-

цесса замедляется. Концентрация нарастает по характер-

ной S-образной кривой. Критический уровень достигается 

на глубине 1,0 м через 220 лет, а на глубине 2,0 м – через 

580 лет. Задержка обусловлена как увеличением диффузи-

онного пути ¹³⁵Cs, так и более выраженным влиянием 

сорбционного замедления, учитываемого концентрацион-

ной зависимостью коэффициента диффузии 

 eff /eD D c  . На значительных глубинах (5,0 м; 8,0 м) 

концентрация за весь период моделирования (2000 лет) не 

достигает опасного уровня, оставаясь ниже 0,3 моль/м³.  
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Полученный результат демонстрирует существенную 

задерживающую способность барьера. Рис. 2 иллюстриру-

ет эволюцию профилей концентрации по глубине в момен-

ты времени t = 100, 500, 1000 и 2000 лет. Полученные за-

висимости наглядно показывают распространение диффу-

зионного фронта ¹³⁵Cs. 

 
Рис. 1. Зависимость концентрации цезия-135  

от времени на различных глубинах барьера 

Fig. 1.Dependence of the cesium-135 concentration  

on time at different depths of the barrier 

 

Установлено, что через 100 лет хранения радиоактив-

ное загрязнение проникает на глубину до  1,5 м, при этом в 

приповерхностной зоне (x< 0,5 м) формируется крутой 

градиент концентрации. К 500 годам хранения фронт сме-

щается до 3,5 м, а градиенты становятся более плавными. 

За 2000 лет профиль концентрации выходит на квазиста-

ционарное состояние, близкое к линейному в большей 

части барьера, однако полное насыщение не достигается 

из-за условия непроницаемости на дальней границе (x = L).  

Необходимо отметить, что глубина проникновения 

значимых концентраций ¹³5Cs  (>0,01 моль/м³) составляет 

порядка 2,5 м. 

 
Рис. 2. Профили концентрации цезия-135  

по глубине в разные моменты времени 

Fig. 2.Profiles of cesium-135 concentration  

by depth at different times 

Ключевым практическим результатом является опре-

деление времени достижения опасного уровня critc  в зави-

симости от глубины. На рис. 3 эта зависимость представ-

лена графически, а в таблице – в численном виде. 

Полученная зависимость  critt x (рис. 3) в логарифми-

ческих координатах близка к квадратичной, что согласует-

ся с фундаментальным соотношением effx D t   для 

диффузионных процессов. Отклонение от идеальной пара-

болы вызвано нелинейностью коэффициента 

 eff /eD D c  . 

Время достижения модельной опасной концентрации  

(c ≥ 0,01 моль/м³) 

Time to reach the modeled hazardous concentration 

(c ≥ 0.01 mol/m³) 

Глубина, x (м) 
Время, critt

(лет) 
Примечание 

0,1 15 Достигнуто 

0,5 85 Достигнуто 

1.0 220 Достигнуто 

2,0 580 Достигнуто 

5.0 > 2000 Не достигнуто 

за время моде-

лирования 

8,0 > 2000 Не достигнуто 

за время моде-

лирования 

На рис. 3 также представлена интегральная картина 

процесса, где показано распределение концентрации в 

координатах «глубина – время». Пунктиром выделен кон-

тур опасной зоны, где   crit,c x t c . 

Карта позволяет визуально оценить динамику расши-

рения опасной зоны: В начальный период (первые  50 лет) 

опасная концентрация существует только в тонком припо-

верхностном слое. С течением времени контур смещается 

вглубь, демонстрируя замедление скорости продвижения 

фронта. К концу расчетного периода (2000 лет) опасная 

зона охватывает область до глубины  2,5 м. 

 
Рис. 3. Пространственно-временное распределение кон-

центрации цезия-135. Пунктирной линией показана грани-

ца опасной зоны (c = 0,01 моль/м³). 

Fig. 3.Spatiotemporal distribution of the cesium-135 concen-

tration. The red dotted line shows the boundary of the danger 

zone (c = 0,01mol/m³). 

Заключение 
Разработана математическая модель нелинейной диф-

фузии цезия-135 в пористом инженерном барьере, явно 
учитывающая концентрационную зависимость эффектив-

ного коэффициента диффузии через функцию  c , кото-

рая отражает насыщение сорбционных центров.  
Модель реализована с использованием явной разност-

ной схемы. Контроль точности методом последовательно-
го измельчения расчетной сетки подтвердил сходимость 
решения с максимальной относительной погрешностью 
менее 2 %.  
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В результате численного моделирования на периоде 
2000 лет получены детальные пространственно-временные 
распределения концентрации цезия. Установлены количе-
ственные оценки времени достижения модельной опасной 
концентрации (0,01 моль/м³) на различных глубинах: 15 
лет (0,1 м), 220 лет (1,0 м), 580 лет (2,0 м).  

Показано, что за 2000 лет хранения фронт опасной 
концентрации исследуемого изотопа проникает на глубину 
не более 2,5 м, в то время как общая толщина инженерного 
барьера составляет 10 м. Полученные результаты модели-
рования указывают на высокую задерживающую способ-
ность материала, но одновременно выявляют приповерх-
ностную зону (глубиной ~ 2–3 м) как наиболее уязвимую в 
первые сотни лет эксплуатации хранилища, что требует 
пристального мониторинга.  

Предложенный подход, сочетающий физическую адек-
ватность и вычислительную эффективность моделирова-
ния, может быть использован для сравнительного анализа 
эффективности различных материалов инженерных барье-
ров и оптимизации их параметров при проектировании 
хранилищ РАО. 
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Modeling of Nonlinear Diffusion of ¹³⁵Cs in the Engineering Barrier of a Radioactive Waste Repository 
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The paper considers the problem of modeling the transport of the long-lived radionuclide cesium-135 in the porous material of 

an engineering barrier of a radioactive waste repository. Cesium has a long half-life of about 2.3·10⁶ years, which determines its 

significance in assessing long-term radiation safety. The effectiveness of engineering barriers largely depends on the ability of ma-

terials to slow down the migration of such isotopes in the geological environment. 

A mathematical model of nonlinear diffusion is proposed to describe the transport process, in which the effective diffusion coef-

ficient depends on the concentration of the radionuclide. This approach allows for the consideration of sorption processes occur-

ring on the surface of clay minerals, as well as the saturation effect of active sorption centers with increasing cesium concentration. 

This approach provides a more accurate description of the physical and chemical characteristics of radionuclide transport com-

pared to linear models. 

The numerical solution of the nonlinear diffusion equation was performed using an explicit difference scheme. To ensure the 

stability of the calculations, the necessary conditions were met that relate the time and space steps. The accuracy of the numerical 

solution was controlled using the method of successive refinement of the computational grid. It was shown that the maximum rela-

tive error does not exceed 2 percent. 

The obtained results allow us to determine the spatial and temporal distribution of the cesium-135 concentration in the engi-

neering barrier and estimate the time required to reach potentially dangerous levels of contamination at different depths. The mod-

el can be used to analyze the effectiveness of engineering barriers and to justify the safety of long-term radioactive waste disposal 

systems. The practical significance of the work lies in the possibility of using the developed model in the design of storage facilities, 

comparative analysis of barrier materials, prediction of the behavior of radionuclides, and support for engineering decision-

making at the stages of operation and monitoring without significantly increasing computational costs and complicating the initial 

parameters of the model in engineering safety calculations. 
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