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Рис. 2. Схема расстановки точек замера параметров воздуха 
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Рис. 3. Влияние массового расхода воздуха, прокачиваемо-
го в объем КШТ, на температуру воздуха в выбранных 
сечениях 1–5 
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E. V. Merzlyakov, Post-graduate, Kalashnikov Izhevsk State Technical University 

Analysis of Factors Influencing the Temperature Mode in Gas-Pumping Unit Casing 

Method of  temperature mode calculation inside the noise-heat-protective casing of a gas-pumping unit, based on the numerical modeling of 
gas-dynamic processes, is applied to analyze factors, influencing the temperature decrease in the internal volume of the gas-pumping unit casing. It 
is shown, that the increase in mass air flow pumped through the casing volume leads to the air temperature decrease down to certain limits only. 
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НЕОСЦИЛЛЯЦИЯ ЛИНЕЙНОГО РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ  
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

 
Доказаны признаки неосцилляции, (1,2)-неосцилляции и условие существования положительного решения линейного разностного 

уравнения  третьего порядка. 
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ервой работой, посвященной проблеме рас-
пределения нулей решений линейного диф-
ференциального уравнения третьего поряд-

ка, является работа Азбелева Н. В. и Цалюка З. Б. [1], 
ее продолжением стала работа Zettl A. [2]. Изучени-
ем распределения квазинулей решений для частного П 
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вида линейного разностного уравнения занимались 
Henderson J., Peterson A. [3], распределением квази-
нулей и нулей – Krueger R. J. [4]. Данная работа ос-
новывается на результатах [2] и содержит обобщения 
некоторых теорем из [3] и [4].  

В работе рассматривается разностное уравнение 
третьего порядка 

( ) ( ) ( ) ( )
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1 0,

0, 3 0,1, , 3 ,

L y t y t p t y t

p t y t p t y t

t N N

≡ + + + +

+ + + =

∈ − ≡ −…

 
(1)

 

где ( ) ( ) ( )2 1 0, ,p t p t p t  – действительные функции, 

определенные на множестве [ ]0, 3N −  и удовлетво-
ряющие необходимым условием неосцилляции: 

( )2 0,p t <  ( )1 0,p t >  ( )0 0p t <  [5, 6]. Основными 
результатами работы являются признак (1,2)-неос-
цилляции на множестве [ ]0, N  и признак неосцилля-

ции на множестве [ ]2, N  уравнения (1). Также уста-
новлены условия связи квазинулей исходного и при-
соединенного к нему уравнений и условие 
существования положительного решения уравне-
ния (1).  

Вспомогательные результаты 
Первый результат устанавливает связь между 

функциями Коши исходного уравнения (1) и его 
присоединенного [7, 8]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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*
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(2)
 

ЛЕММА. Функция Коши ( ),K t s  уравнения (1) 

и функция Коши ( )* ,K t s  уравнения (2) связаны со-
отношением 

( ) ( ) ( )
[ ] [ ]

*
01, 2 , ,

3, 3 , 1, 2 .

K s t p t K t s

t N s N

− − = −

∈ − ∈ −
 (3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Запишем функцию Коши 
( )* 1, 2K s t− −  через отношение детерминантов: 
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( ) ( ) ( )
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где { }3

1i i
z

=
 – фундаментальная система решений 

уравнения (2); ( ) ( )1 ,z iD t z t j= + −  , 1, 2, 3,i j =  – 
определитель Казорати. Разложив определитель чис-
лителя по последней строке и разделив обе части 
равенства на ( )3 ,zD t −  получим: 
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(4)

 

где ( ) ,
izD t  1, 2, 3i =  – минор определителя Казора-

ти, образованный строками с номерами 1, 2 и не со-
держащий столбца с номером .i  

Если { }3

1i i
y

=
 – фундаментальная система решений 

уравнения (1), то [7, 8] 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]31 2 3 , 3, 2 ,
i

i
i z zy t D t D t t N−= − − − ∈ −  

и равенство (4) может быть записано в виде 
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(5)

 

Для функции Коши ( ),K t s  выполним тот же по-
рядок операций, кроме деления на определитель 

( )1 ,yD s −  и воспользуемся следующим утверждени-
ем [8]: 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]31 1 , 1, 2 .
i

i
i y yz s D s D s s N−− = − ∈ −  

Тогда получим, что 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, 1 1 1 .K t s y t z s y t z s y t z s= − + − + −  

Учитывая последнее, из (5) имеем: 
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D t D t
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В силу соотношений [8] ( ) ( )3 1 ,z yD t D t− =  

( ) ( )2 1 1z yD t D t− = +  имеем: 
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( ) ( )0

13
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2
yz
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D tD t
p t
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отсюда следует (3). 
Определение 1. Пусть ( )y t  – функция, опреде-

ленная на множестве [ ]0, .N  Условимся приписы-

вать значению ( )0y  знак ( ) ( )11 sign 1 ,t y t+− +  если 

( ) ( ) ( )0 1 0,y y y t= = = =…  ( )1 0,y t + ≠  [ ]0, 1 ,t N∈ −  

в остальных случаях значению ( ) 0y t =  будем при-

писывать знак, противоположный знаку ( )1 .y t −  

Точка t называется квазинулем функции ( )y t  на 

множестве [ ]0, ,N  если t N<  и знаки ( ) ,y t  ( )1 ,y t +  
определенные с учетом вышеуказанного правила, 
противоположны [5]. 
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Определение 2. Функция ( ) ,y t  не равная тожде-
ственно нулю, имеет квазинуль порядка 1p ≥  в точ-
ке 0,t =  если ( ) 0, 0 1y i i p= ≤ ≤ − , и ( )y t  имеет 
квазинуль порядка 1p ≥  в точке , ,t t N p≤ −  если 

( ) 0,y t ≠  ( ) ( ) ( )1 0,p y t y t p− + ≥  где ( ) 0,y t i+ =  
1 1i p≤ ≤ −  [3].  

Определение 3. Решение ( )y t  имеет ( ),p q -пару 
квазинулей, если в точке 1t  оно имеет квазинуль по-
рядка p, а в точке 2 1t t p≥ +  квазинуль порядка q, 
который является первым квазинулем после точки 

1 1t p+ −  [3]. 
Теорема 1. Пусть разностное уравнение (1) имеет 

нетривиальное решение ( )y t  с (2,1)-парой квазину-

лей в точках 1t  и 2 ,t  [ ]1 2, 6 ,t N∈ −  [ ]2 4, 4 ,t N∈ −  

2 1 2,t t≥ +  и 2t  является первым квазинулем ( )y t  
после 1.t  Тогда найдется нетривиальное решение 
уравнения (2) с (1,2)-парой квазинулей на множестве 

[ ]1 22, 1 .t t t∈ − −  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( )y t  – решение (1), 
удовлетворяющее условиям теоремы. Очевидно, что 
функции ( ){ }2

0
, 1

i
K t s i

=
+ −  составляют фундамен-

тальную систему решений уравнения (1). Предста-
вим ( )y t  через эту систему решений: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 2 1, 1 , , 1 .y t c K t t c K t t c K t t= − + + +  (6) 

Так как ( )y t  в точках 1t  и 2t  имеет (2,1)-пару 

квазинулей, то ( ) ( ) ( )1 1 12 0, 1 0,y t y t y t+ ≥ + =  

( ) ( )2 2 1 0.y t y t + ≤  Подставляя в эти неравенства 

представление ( )y t  из (6) получим ограничения на 
, 0, 1, 2 :ic i =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 2 1 1 2 0 1 1 0

1 0 1 1 1 1

1
1 1 0 1 2 1 1 2

, 1 , 1 0,

2 2, 1 ,

2 0, 0,

y t c K t t c p t y t c

y t c K t t c c

y t y t p t c c c c

−

−

= + = − + = =

+ = + − + =

+ = − ≥ ≥

 

откуда ( ) ( ) ( )1 1 2 1, , 1 ,y t c K t t c K t t= + +  где 1c  и 2c  не 
равны нулю одновременно, и для определенности 

1 0,c ≥  2 0.c >  Если 2t  – первый квазинуль решения 

( )y t  после точки 1 1,t +  то ( ) ( )2 20, 1 0,y t y t> + ≤  

иначе функцию ( )y t  умножим на –1. Представляя 
решение присоединенного уравнения в виде 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1
0 2

* * *
0 2 1 2 2 2

1

, 1 1, 1 2, 1 ,

z t p t

c K t t c K t t c K t t

−= − + ×

× − + + − + + −
 

где сi, i = 1, 2, 3 определены ранее, и используя свойст-
ва функции Коши ( ),K t s∗  и соотношение (3), имеем: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1 1 2 1

2 2 1 2

1 *
2 0 2 1 2 2 1

2

1
2 0 2 2

2 1,

1, 1 1 0,

3 1 2, 1 ,

2 0,

1 1 .

z t c K t t

c K t t y t

z t p t c K t t c

z t

z t p t c

−

−

− = + +

+ + + = + ≤

− = − + − − =

− =

− = − +  

Найдем знак произведения ( ) ( )2 23 1 :z t z t− −  

( ) ( ) ( ) 1
2 2 0 2 2 13 1 1 0.z t z t p t c c−− − = − + ≥  

Функция ( )z t  имеет квазинуль второго порядка 
в точке 2 3,t −  если 1 0,c ≠  иначе точка 2 4t −  являет-
ся квазинулем второго порядка, так как 

( ) ( ) ( )1 *
2 0 2 2 2 2 24 1 2, 1 0,z t p t c K t t c−− = − + − − = >  

( )2 3 0z t − =  и ( )2 2 0.z t − =   

Если ( ) 0z t >  при [ ]1 21, 4 ,t t t∈ − −  то решение 

( )z t  имеет (1,2)-пару квазинулей в точках *
1 1 2t t= −  

и *
2 2 3t t= −  или *

2 2 4;t t= −  иначе функция ( )z t  име-

ет (1,2)-пару квазинулей в точках [ ]*
1 1 22, 5t t t∈ − −  

и *
2 2 3t t= −  или *

2 2 4.t t= −  
Аналогично доказательству теоремы 1 доказыва-

ется следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть разностное уравнение (1) имеет 

нетривиальное решение ( )y t  с (1,2)-парой квазину-

лей в точках 1t  и 2 ,t  [ ]1 5, 3 ,t N∈ −  [ ]2 6, 2 ,t N∈ −  

2 1 1,t t≥ +  и 2t  является первым квазинулем ( )y t  
после 1.t  Тогда найдется нетривиальное решение 
уравнения (2) с (2,1)-парой квазинулей на множестве 

[ ]20, 2 .t t∈ −  
Для третьего порядка теоремы 1 и 2 являются 

обобщением теоремы, представленной в работе [4], 
где рассматриваются ( ),p q -пары квазинулей с q  
обычными нулями. 

Признаки неосцилляции 
Определение 4. Назовем уравнение (1) неосцил-

ляционным, если на множестве [ ]0,t N∈  любое его 
нетривиальное решение имеет не более 1n − -го ква-
зинуля [5, 6]. 

Определение 5. Пусть [ ]0,t N∈  – некоторая фик-

сированная точка. Множество [ ], ,t b  ,b N≤  в кото-

ром нет ( ),p q -пары квазинулей решений уравне-

ния (1), будем называть множеством ( ),
t

p q -неос-
цилляции. Максимальное при фиксированном t 
множество ( ),

t
p q -неосцилляции обозначим через 

( ), .pqt a t⎡ ⎤⎣ ⎦  Максимальное при фиксированном t 

множество неосцилляции обозначим через ( ), .t a t⎡ ⎤⎣ ⎦  
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Теорема 3. Множество неосцилляции ( ),t a t⎡ ⎤⎣ ⎦� �  
уравнения (1) является пересечением множеств 

( )12,t a t⎡ ⎤⎣ ⎦� �  и ( )21, .t a t⎡ ⎤⎣ ⎦� �  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( ) ( )( 12min ,t a tρ =�  

( ))21 .a t  Предположим, что ( ) ( ) ,t a tρ >� �  значит, 

множество ( ),t t⎡ ⎤ρ⎣ ⎦� �  осцилляционно, тогда сущест-

вует ненулевое решение ( )u t  такое, что ( ) 0u t =�  

и ( )u t  имеет последовательные квазинули в точках 

, 1,j j +  ,j t> �  ( )u t  сохраняет знак при 1,t t j∈ +⎡ ⎤⎣ ⎦�  

[6]. Будем считать, что ( )u t  положительна при 

1, .t t j∈ +⎡ ⎤⎣ ⎦�  Точка t j=  не является квазинулем вто-

рого порядка функции ( ) ,u t  так как это противоре-
чит условию (1,2)-неосцилляции множества, то есть 

( )1 0,u j + <  ( )2 0.u j + ≥  
Составим решение уравнения (1)  

( ) ( ) ( )1 , ,y t c u t K t t= + �  

где ( )
( )1

1,
.

1
K j t

c
u j

+
= −

+
 Так как функция Коши 

( ), 0K t t >�  при 1,t t> +�  что следует из (2,1)-неос-

цилляционности множества ( ), ,t t⎡ ⎤ρ⎣ ⎦� �  то 1 0,c >  
и значит, 

( ) 0,y t =�  ( ) 0,y t >  1, ,t t j∈ +⎡ ⎤⎣ ⎦�  

( )1 0,y j + =  ( )2 0.y j + >  

Таким образом, решение ( )y t  имеет пару (1,2)-
квазинулей в точках , ,t j�  что противоречит (1,2)-

неосцилляционности множества ( ), ,t t⎡ ⎤ρ⎣ ⎦� �  следова-

тельно, ( ) ( ).t a tρ ≤� �  

Пусть ( ) ( ) ,t a tρ <� �  тогда на множестве ( ),t a t⎡ ⎤⎣ ⎦� �  
существует решение, имеющее (1,2)- или (2,1)-пару 
квазинулей, что противоречит определению неос-
цилляции, значит, ( ) ( ).t a tρ =� �  

Теорема 3 является разностным аналогом соот-
ветствующего утверждения для дифференциального 
уравнения третьего порядка [1]. 

Теорема 4. Если справедливы неравенства 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

0 2

2 1

1, 3,

0, 0, 3 ,

p t p t

p t p t t N

= − ≤ −

+ ≥ ∈ −  

то уравнение (1) (1,2)-неосцилляционно на множест-
ве [ ]0, .N  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что ( )u t  – 
решение уравнения (1), имеющее (1,2)-пару квазину-

лей  в точках 1t  и 2 ,t  и пусть для определенности 

( )1 0.u t <  Вектор ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2t y t y t y tΥ =  опре-
делим следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
0

2 2
1

2

,

,

1 1 .

y t u t v t v t u t

y t u t v t v t u t

y t u t v t u t v t

= Δ Δ − Δ Δ

= Δ − Δ

= + − +

 

Можно показать, что существует такое решение 
( )v t  уравнения (1), что  

( )
( )
( )

0 1

1 1

2 1

0 ,

0 ,

0 .

y t

y t

y t

>⎧
⎪

≥⎨
⎪ ≥⎩

 

Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 21 2 1 0.y t y t u t u t v t+ = − + + ≤  (7) 

Вектор ( )tΥ  удовлетворяет равенству 

( ) ( ) ( ) ,t F t tΔΥ = Υ  где  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 0 0

2 2 1 01 ,
1 1 0

p t p t p t p t
F p t p t p t p t

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � � �
� � � �  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 2 1 0

1 1 2

2 2

1,

2 3,

3 .

p t p t p t p t

p t p t p t

p t p t

= + + +

= + +

= +

�

�

�
 

Условия теоремы означают, что ( ) 0.F t ≥  По-

скольку ( )1 0,Y t >  то и ( ) 0tΥ >  при 1,t t≥  значит, 

( )2 0,Y t >  из чего следует, что ( ) ( )2 2 2 2 1 0,y t y t + >  
что противоречит (7).  

Полученный признак (1,2)-неосцилляции являет-
ся разностным аналогом результата из [2] и в то же 
время является обобщением результата из [4] для 

3.n =  
Следствие 1. Если множество [ ]0, N  является 

множеством (1,2)-неосцилляции, то существует ре-
шение, положительное на этом множестве. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как множество [ ]0, N  
является множеством (1,2)-неосцилляции, то функ-
ция Коши ( ),K t s  положительна при .t s<  Тогда 

можно построить положительное решение ( ) :u t  

( ) ( ) ( )1, 2 , 4 ,u t K t N c K t N= − + −  

где 1c  такое, что ( ) ( )1, 2 , 4 0,K N N c K N N− + − >  

1 0.c >  
Сформулируем предыдущую теорему для при-

соединенного уравнения (2). 
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Теорема 5. Если справедливы неравенства  

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

0 1

2 1

3 1, 2 3,

1 2 0, 0, 6 ,

p t p t

p t p t t N

+ = − + ≥

+ + + ≤ ∈ −  
то уравнение (2) (1,2)-неосцилляционно на множест-
ве [ ]0, 3 .t N∈ −   

Теорема 6. Если справедливы неравенства 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

0 2

1 2

1, 3,

0, 0, 3 ,

p t p t

p t p t t N

= − ≤ −

+ ≥ ∈ −
 (8) 

( ) ( ) ( ) [ ]1 2 12 3, 1 2 0, 0, 6 ,p t p t p t t N+ ≥ + + + ≤ ∈ − (9) 

то уравнение (1) неосцилляционно на множестве 
[ ]2, 4 .t N∈ −  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Условия (8) означают, что 

по теореме 4 уравнение (1) (1,2)-неосцилляционно на 
множестве [ ]0, ,N  а из условий (8), (9) следует, что 
по теореме 5 уравнение (2) (1,2)-неосцилляционно на 
[ ]0, 3 .N −  Если уравнение (1) имеет нетривиальное 

решение ( )y t  на [ ]2, 4N −  с (2,1)-парой квазину-
лей, то по теореме 1 найдется нетривиальное реше-
ние уравнения (2) с (1,2)-парой квазинулей на 
[ ]0, 5 ,N −  что противоречит его (1,2)-неосцилляции. 
Значит, уравнение (1) неосцилляционно на множест-
ве [ ]2, 4N −  по теореме 3. 

Полученный признак неосцилляции является раз-
ностным аналогом результата [2]. 
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