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���������� �
���

��������� ���B���� ��-
�
�� (���

 �
�� ������� ������� ���, ��-
����<�' �� ����<��� ���
 � �
�� ���
����-

��� ������
����� 
���
��, �

<
=<���� ������-
������ ��
���� ���' ���
(�� �������. &������ ���-
���� �
����� �
���B���� � �

��������� �
�
�
� 
���
���� ������������ �����
, �
�
���
, �
� ��-
������
��� ���B���� ����������� 
��


��� (��) 
� ���'��� �

<�����, ��������� ��
���
���, 
 �
�-
B� ��, ����
B
<�� �
������� �

<
=<���� @��-
�����. !��B���� ������� ��� ��������
���� 

��� 

���� ������������� � �

���B��� ������: 
�. �. F���(���, G. ��������
��� [1], �. �. �
����-
����, 
 �
�B� �
����� [2, 3, 4]. � ��
�
���� 

���
� 


�����
��� ���
��� ����'�������, �
������� �
-
���������� ��������
��� ���B���', �
�
�
����
�-
�
�� ������� �


���
��. A��
�� ������
����� 
����
��� ������� ��������= 
�
���������� �
��-
��� ���B����. 	������� ������ 
�%���� ��$$�
��-
(�
����� �

�����' ���B���� � ��<�� ����
� �� 
�
����
������� �����B���, 
 �� ���������� 
�%�-
��= �
���� �
������� 
�
��� ���B���� � ��
���-
���� ������� �
 ���� �


���
�� �������. 	�@���� 
�
��
� 

���
 �����<��
 �
����B������ 
�
����-
������� 
�%���= � ��������= �
���������', ��-
�����=<�� �
������� �������' �
���������' 
�
-
��� ���B���� ������ ������� ��� � ���<�������� 
������ �


���
�� ��. 

�
��� ����, �
� ���
�
�� � [5, 6, 7, 8, 9], �����
�-
��
���� ������
�� ��B�� ������
��
�� ���B���� 
������ ���
��� ��� � ���������, �
���������� ���-
��' B�������=. )
 �
��� ���� ������� � B�������-
�� ���=� ����������� ����� �������' ������� 
� ������
=��� �

�������� � �
����� �
������-

���, ��� ����
�� �������������� �
������� �
� �� 
��������
���. H��� � �
�
�� �� �
������� ��
������� 
���B���� B������� ����
� �������, �� �� ������� 
�
 ���
��� ���� ����� �
������ �

<
=<����� 
�-
��

��. 	
� @��� ����� �������' ������� ��
�����-
�� ��������, 
 �
���
������
� ������ ��<�������� 
��
�<
����. � @��' ����� 
������
��, ���������� 
� �
���' 

����, �
���
��
=� �������������= (��-
�����. 

��	�#�	�$����% #�&��' 
������ �����=<�� ������� ���
���
� (
��. 1): 

OXYZ – �������
 ������
 ���
���
� � �
�
��� 
� (���
� �
�� ������� – ����� �; Oxyz – ������
 
���
���
�, B����� ����
��
� � ����<�� ����� (��-
�� 4); Ox1y1z1, Ox2y2z2, Ox3y3z3 – ������� ���
���
�, 
B����� ����
���� � 
���

�� (� ���
�� 1, 2, 3 ����-
����������). A�� Ox1, Oy2, Oz3 ����=��� ����� �

-
<���� �����������=<�� 
���
�� � ����
�
=� � ���-
�� ������� ���
���
�, ����
���' �� ��
��
�� Ox, 
Oy, Oz. 	���B���� ���
 4 ������������ ������� 
OXYZ �


���
������� ���
�� J'��

. 	���B���� 

���
�� ������������ ��
��

 ������
���� ���
�� 
�������������� �
�
����
��� �, �, � ��� 1, 2, 3. 

;

������ ���B���� ��������' ������� ������� 
��� ��B�� �������� �
 ������ ���
��� �� ������-
��� ������������� ������
 [10], 
 �
�B� � ����<�= 
�

�����' K
�

�B
 ���
��� 
��
, �����������=<�� 
���
� �������������� �
�
����
���: 

� �
� �
� �

1 1 3 3 2 2

2 2 1 1 3 3

3 3 2 2 1 1

0,

0,

0;

Ap C B qr A C q B r

Bq A C pr B A r C p

Cr B A pq C B p A q

� � � 	 � 	 � 	 
�
�

� � � 	 � 	 � 	 


� � � � 	 � 	 � 	 
�

� �

� �

� �

 (1) 

+ 
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� �
� �
� �

1 1

2 2

3 3

,

,

,

A p M

B q M

C r M

�

�

�

� � 	 

�� � 	 


� � 	 
��

� �

� �

� �

 (2) 

��� p, q, r – �
���(�� �����

 ������' ���
���� ��-
��<��� ���
 �
 ��� ����
���' � ��� ������� ���
-

���
�; 
4

1
,i

i
A A





 �  
4

1
,i

i
B B





 �  
4

1
i

i
C C





 �  – ����

��� 

������� ���
(��; � �, , 1...4i i iA B C i 
  – ������� 
���
(�� �
B���� �� ��� ������� ������������ ���-
��B��� ������ ���
���
�; 1 2 3, ,	 	 	  – ����������-
��� ������� ���
���� �

<���� 
���
��; 

, ,M M M� � �  – ������� ����
������ ��
�����'����� 
��B�� �������� ���
��, ���������
=<�� ������-
����' �
��� �

<���� 
���
��. 

 

X

Y

Z

1x

2y
3z

O

1O

2O

3O

4O

 
���. 1. &���
 ���
�������' �������,  

������������ ������� ���
���
� � ���� �
����
(�� 

&�����
 ���
�������� �

�����' (1) ���������-
�� �����
��������� �

�������� J'��

 [11] � ��-


B������ ��� �
��������� ����� �
�
����
���: 

1 2 3, , .� 
 	 � 
 	 � 
 	�� �  (3) 

���(���� 4�
��	�	� � #�&����:#� 
�	�
�#� 
	���� ������������� ������� ���
���� �

<���� 


���
�� ����=��� ����������� � �
���� �� �

�-
����= � ������' ���
����= ����<��� ���
, 
 ������
 
�������� ���
������� ������
����' ( A B
 ). ;

�-
����� (1) �
�������� � ���

���
���� ����: 

� � � �
� � � �
� �

2 2 3 3

3 3 1 1

1 1 2 2

L ,

L ,

L ,

AP C A QR B R C Q

AQ A C PR C P A R

CR A Q B P

� � � 
 � � �
�� � � 
 � � �

�


 � � ���

�

�

�

 (4) 

��� ������ «����
» ���
�
�� ��$$�
��(�
��
��� �� 
���

���
���� �
����� �, ����
�� ��
��������� $�
-
����' 2 2 2

0 0 0M ;t p q r
 � �  

2 2 2 2 2 2
1 2 3 0 0 0L N N N p q r
 � � � �  – �
��' �


���
, 

�


���
���=<�' ��������� �

<���� 
���
�� ����-
�������� ����<��� ���
; 

2 2 2
1 2 3k k� 
 	 	 � 	 � 	  ( 1,2,3k 
 ); 

2 2 2
0 0 0 ;P p p q r
 � �  2 2 2

0 0 0 ;Q q p q r
 � �  
2 2 2
0 0 0 .R r p q r
 � �  

& ����<�= �
���� ��
������� 

cos ;P x y
  sin ;Q x y R z
 
  

������
 (4) �
�������� � ���� 

� �

� �

� �

2 1

3 1 2

1 2

LO > cos > sin ,

LO> LO > cos > sin ,

LP > sin > cos ,

x z y y
zy az y y
x

z x y y


 ��
�
� 
 � � �

�
� 
 ��

�

�

�

 (5) 

��� �
��������� �����=<�� �
���� � ��
������
-
�����: 1 ,A� 
 �  1 ,C � 
 �  1 1 1> ,A� 
  2 2 2> ,B � 
  

3 3 3> ,C � 
  � � 1.a C A A�
 �  
Q���� �������� ��������� ���B���� �� ����
�� 

(x � z �� y), ������ x, y, z ������ ����� ��
������� 
, ,x y z  �
� ����<� $�
���: 

� � � �
� � � �
� � � �

2
1 2

2
1 2

2
1 2

L , , L , , ...

L , , L , , ...

L , , L , , ...

x x u x y z u x y z

y y v x y z v x y z

z z w x y z w x y z

� 
 � � �
�� 
 � � �

� 
 � � ���

 (6) 

R���(�� ,iu  ,iv  iw  ���
 ����=��� ������������ 
� ��
�����=��� � �
�(���� 
�%���� �
�
��. 	
�(�-
��

 
�%���� ������ ���
 (5) ������� ��
������� 
���
���� ����
�
 � [12]. !�� ��
�������� ����� 
��
������� �������
 ������
 �
����� ��$$�
��(�-

����� �

�����': 

� �3 1 0 2 0

0,

> > cos > sin ,

0,

x
xy az y y
z

z

� 

�
� � �
 � � � � � �
 � �� ��
� 
�

�

�

�

 (7) 

����

� ����� �����=<�� 
�
���������� 
�%����: 

� �

0

0

0
0 3 1 0 2 0

0

0

,

> > cos > sin ,

.

x x
y y

xaz y y
z

z z


�
� 
 ��
� � �� �
 � �� � � � � � � �
 �� ��

� �� �� ��
� 
�

 (8) 

	����
���� � (6) �
'������ $���(�� ,iu  iv  � ,iw  
��
������ �
��������� ����� ��
������� �� ���-


���
���� �
�����: 



�������	
����� 
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� �

� � � �

� �

� � � �

� �

� � � �

1 0 2 0

1 0 2 0

1 0 2 0

OM L

> cos cos > sin sin ,

1L P O

> sin sin > cos cos ,

PM L

> cos cos > sin sin ,

x x
a

y y y y

x zy y
az z x

y y y y

xz z
a z

y y y y

� 
 � ��
�
� � � �� �� � �

�
� �� � 
 � � ��  � ! "


�� � � �� �� ��
�


 � ��
�
�� � � �� �� ��

 (9) 

��� , ,x y z  ��
������� � (8). 	����
���� (9) � ��-


B���� ��� P, Q, R, �����
�� �
����B����� 
�
��-
�������� 
�%���� ��� ���

���
��� �
���(�' ����-
��� ���
����', ����
�� ����� �����=<�' ���: 

� � � � � �� �
� � � � � �� �
� � � �

M M cos M ,

M M sin M ,

M M .

P x y

Q x y

R z

� 

�� 


�


��

 (10) 

)�B� �
 
��. 2 � 3 �
������� �

$��� 
�%���� 
������� (4). &���%���� ������� ���
�
�� �
�-
���B����� 
�
���������� 
�%���� (10), ������
��-
�� – 
�%����, ���������� ��������� �����
�
��
-
����. )
 
��. 2 ��� � �MP  ���
�
�� ��
 
�%����, 
�

$��� ����
�� �

�������� ����
�
=�. ��%���� 
��� � �MQ  ����� ��� B� �


���
, ��@���� ��� �

$�� 
�� �
����
����. 	� 
��. 3 ����
���� ����
������, ��� 

�
���������� 
�%���� � �MR  ����
�
�� � ������-
��� ��B� ���
�����, �� �
��� ������� ����
�� ��-
��� �
����� �
�%�
���. 
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���. 2. S
��������� ���

���
��' ������' ���
���� P �� 
���

���
���� �
�����: 1 – 
�
��������
� �
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��������� �����
�
��
��� 
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�

 
���. 3. S
��������� ���

���
��' ������' ���
���� R �� 
���

���
���� �
�����: 1 – 
�
��������
� �
���������; 2 – 
��������� �����
�
��
��� 

�����&������ &��(���% 4�
��	�	� #�	�&�# 

��-&�
-���% 
�
� ���
�
�� ��%�, �
�(��� ��������� 
�%���� 

������� ���
�������� �

�����' ������� ��
����-
��� �����
 �
�������', 
 �
�������� 
�%����, ��-
�������� � �����, �������� ��� �
����'%��� ������-
���
��� � �
����������� 
�
���
 ���
���� �������. 
H��� � ����
������' �
�
�� �� �
������� ������' 
�������� 
�%����, ��B�� ���������
�� ����� �
�-
���' ����� �
�-��
-	��� [13]. 

	�
��� � �
���� �

������ ������� (5) ���
��-
�
=�, ��� ��
������� x � z ����=��� ��������, �
� 
�
� �� �
��������� ���=� ��
���� �
��' �������� 
L.  &�����
������, �
 ���� �����
��� (�
 �
���, 
� ������� ����
��� $
�
 y ��������� �
 ��������, 


���= 2T ) 
�������
 � �


���
 �����
��' ����-
����� �
��. S
����� ��
���������� ���B����� �
� 
L  � ������� (5) �� �
������ ��
������� �
 ��
���, 
�� ���� ��
�'��� � 

�����
���= ������� ���
 

� �

� �

� �

2T

2 2 1 1
0

3 3

2T

1 1 2 2
0

2T

1 1 2 2
0

L 1 cos sin ,
2T

L

L 1 cos sin ,
2T

L 1 sin cos .
2T

x z B y A y dy
A

y az C
A
z A y B y dy

A x

z x A y B y dy
C

�

 � � ��

�
�


 � � ��
�


�� � � �
�
�
� 
 � � ��
�

#

#

#

�

�

�

 (11) 

��B�� ���
�
��, ��� ��� ��
��������� �����

-
�� � ��������' ������� ���=� ������� ��
����� �
 
��
���� �����
��'. ?���
 ������� ���
������� 
�

�����' ��� �

�����' �
�-��
-	��� ��B�� �
-
���
�� � ���� 

3 3

0, 0 ,
L .

x z

y az C
A


 
�
�




 � ���

� �

�
 (12) 

&�����
 (12) � ���� ���������� ��@$$�(������ 
����� �����=<�� 
�
���������� 
�%����: 

0 0

0 3 3 0

, ,
L M ,

x x z z

y az C y
A


 
�
�

 � �
 � � ��  � ! "�

 (13) 

��� ���������� �������� 0 0 0, ,x y z  ��
�����=��� 
�
�
������ ���������:  

2 2
0 0 0 ,x P Q
 �  0 0 0arctan ,y Q P
  0 0 .z R
  

	����
��� (13) � (10), ������� �
����B����� 

�
���������� 
�%���� ��� ��������� ������' ���-

���� ����<��� ���
 �������: 

� �

� �
� �

0 0 3 3 0

0

0 0 3 3 0

LM cos M ,
M .

LM sin M ,

P x az C y
A

R z
Q x az C y

A

� � �� �
 � � �� �  � �� �� ! " 


� �� �� 
 � � ��  � �� � �! "�

 (14) 
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)
 
��. 4 � 5 �
����
����� �

$��� �
���������' 
��������� ������' ���
���� ����<��� ���
 �� ���-


���
���� �
�����, ���������� �������� � 
�
��-
������� ������� �
�-��
-	���. 	� �

$��
� ����� 
����%�� ������������ 
�%���' �
�� �
��� �� �

�-
����= � ������� ��
�������. J�� ��U�������� 
����%�' ��������= �����
 ��
�������, �
� �
� 
� ��� ������ ������
=��� ��
�
���� � ����%�� 
��
����� �
�����. A��
�� ��<�' �


���
 ���B�-
��� ��B�� ������ � �� ����� �
������ �����
: ��-
����
� �
 

���B����� �� $
��, 
�������� ������-
��� ������� �

�������� ����
�
=�. �
��� ����, 

�%���� (14) ����� �
����� �� ����' ��
����
�, ��� 
��������� ���������
�� ��� �
� ��������
��� ���
-
���� ���B���� ��
���
�
 � � �
�
�� ������
 �


-
���
�� ��. 

 

�0,5

0,5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

P(�) 1 2

�

 
���. 4. S
��������� ���

���
��' ������' ���
���� P �� 
���

���
���� �
�����: 1 – 
�
��������
� �
���������, 2 – 
��������� �����
�
��
��� 

0,7

0,72

0,74

0,76

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

R(�) 1 2

�

 
���. 5. S
��������� ���

���
��' ������' ���
���� R �� 
���

���
���� �
�����: 1 – 
�
��������
� �
���������, 2 – 
��������� �����
�
��
��� 

?
��� ��

���, �������� �
����B����� 
�
��-
�������� �
��������� ��� ��������� ������' ���
�-
��� ����<��� ���
 �
��
���
���� ��
���
�
 ����� 
�����
��. A��� �� 
�%���' ��B�� ���������
�� �
� 

������������� ������' ��������, 
 �
���� – �
� 
����
�� �
���������� 
�
���� ���B����. 	� ����-
������ ��

B����� ��B�� ��
������� ����'��-
����� 

���� 
�B���� ���B����, ������� 

������� 
�


���
�� �������, ���<�������� �� ������, 
 �
�-
B� 
�%
�� �
�
�� !

��, ����

� �
��=�
���� � ��-

�������� ������� ���
���
� [14]. 	
���� 
�%���� 
�
�
�� !

�� ������� �
������� �� ����� �
����� 
�
���������� ������� ���
����' (14). 	��������� 

������
�� ����� ���� ���������
�� ��� ��������
-
��� ���B���� ���������-��
���
��� � �� � ���'��� 
�

<����� �
 �
������� ��
���
� �� �
���
������ 
���B����. 
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