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� �� 	����, ��
��������� 
	��������������� 
����� ����� ��������	
���� ���� ��� ���� 	��
-
������ ������, ���
�� �
 ��
�� �������� ������� 
�
��
� ������
!�� 
�
�����" ������"��
. 

������, ���
���	�� 
�
����� ��� �
��# �
�-
��# 	��� �� ���
������� ��������	
���� ������ 
AR(1). $���"�� �
��� ��������, ��� 
	������������-
�
� ������ ���	��� ������
 «�
�
���	
��» �
 ��
��-
��� �"����: ��
��� �� ���������# ��
����� ��
�-
������� ��	�
��� � ��
����� �
��������# ��� ��� 
�
�
�������� �������� 	��
	� �
 1-2 �����!� 
(���. 3). %���&��� 	�	�� �
��
��	
���� � ��� 	��"-

����� 
�
���� ��
����	 �
 «����» � «�����». 

�������	
��� ���������	��� �����
���
 �����
 
�
 ��#����# �
���# ���
�
�� 	������ ���"���
� 
(��
�������� ���	��#������ �
����	� �������
 
��
��������� ������ AR(1)), 
 �
��� ��� ���
	���-
����� �� ���&
����# ������!�� 	 ��������� !���. 
%����
�
��
� ������ 	 ���" �������� ��
���
!�� 
� 	���������� 
�
���	��� �
������� ����� � ���-
�����' ����������� �
� �����"����
����� ������	�, 

 ����
���� �
 �� ����	� �����
����� ������� ��-
	���� �
���
������"' �&����	
������ �������# 
������� 	 !���# �������
!�� "��
	����� ��	����-
!����. 

 

  
���. 3. ��
���� ��
����� !��� 	 ������ «	���
»: �
�������
�, ���������	
� ������ �����
���
, 
	����������� AR(1) 

����������������� ������ 
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�!"#��$!%"& '��	�"*#%�%$+�, /"4":	 4�; <#%�!$�  
� =*$+�$� =!$+�!"%+��#, � =!$+�!"%+��# *$�":#�+�$�$  
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����� ��	�����, ��� ������� ��������!�-

����# "�
	�����, �����	
'��� ��
�����, 
��	������� �
������� �	����� 	 ������ 

� ��#
����, ���"� &��� ����� �	��
�� ����" ��&��. 
*���	
����� �
����	����� ������ ��������!�
��-
��# "�
	����� �	������ %"
��
��. %"
��
��, �
��
-

&
��	
� �
����	����� ������, �������	
� �
�
�� 
��&����� ��#
���� � ����������, 	 ������# ���&��-
�� 	
��� ������, �
� 	��"� ��&� ��
������� �	���-
���, �� ���� ������� ��������!�
����# "�
	����� 
��� &���������� 	������. � �
&��
# [1, 2, 3] ��-
������� &��"��
!������ �������	
 �
 ��������� 

G 
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������
��	 �	������ � 	�������
 ��
������
!�� 
�&�
���� 	���������� �	������ ��� �
�
�� �	"# 
!�����	 	 ������
���	
# ���������� ���	����: �
 
����� � 	 ������
���	� H�&
��	�����. � �
&��� [4] 
������
	��� �������������� 
�
��� �
�
�� �	"# 
!�����	 �
 �	"������ �����. 

J�� �� ����� ��
�
�� � ������
���	� ���# ����-
�����, 	 ������� �� ��	��? >� ���
�� 	�	�� 
� ���, ��� ��� ����� ��������"' �"��	"' ���	���", 
����	�	
��� �
 ����� � �
&�'�����# �& ���
�����-
��� �
��� ������
���	
, ��� 	 �����	���������� ��-
	����. ��������, ��, �
� ���	� �������
, �����-
��	
�� ��������� ���	���� �
���-��&� ���������� 
�����	��� ��&� ���������� 	 �
��� ���
�����. >
-
��� "�
���� ������
���	
 �����	������� 
�
�����-
�� ��&������ #���
� �
 ��	��#�����, �����
� 
	 ������� �	������ �������, 
 ������ �
� �����
-
	����	� �&����� �
���� ���������. $	����	� ��-
���	�������� ��� ������
!�� �������	�� ����#�-
��� � ������ "�
���
 ������
���	
 �
 ��"��� �
��-
��&�� 	����. 6�������� ���	���� ������
���	
 
� ���� ��, ��� ��
���� �����#���� 	 �	�����, ������� 
�� �
��	
�� �	������� �
�����. 

� �
���� �
&��� ������"���� �	��� ��������"�-
��# �
�
� ��&����� ��#
����, �
�
�� �����
 � �
-
�
�� �	"# !�����	 	 ������� ������
���	�, 	 ���-
���
���	� H�&
��	����� � �
 �����. $���
� �������-
��� ����#�� 	 �
�
�� �����
 � <����
 �
 ����� 
� 	 ������
���	� H�&
��	����� ��� 0� �  (�  – ���-
	���
 ����	����	"'���� ������
���	
). F��
�
��, 
��� ��������"���� �
�
��, �� ���� �
�
�
 �����
 
� �
�
�
 �	"# !�����	, ����#���� ��"� 	 ��"�
 	 ���-
���
���	
# ���������� ���	���� ��� ��������� 
�	"# �
�
�����	: ���	���� ������
���	
 � �
�����-
��� ����" !����
��. �����
�� �����!�
�� � ���-
���� 	 ������
���	
# ���������� ���	���� 	 �����-
�������# �������
�
#. 

������������C D����E�C 
4
�������� �	������ �
����
����� �
���!� 

��������� �
��� p 	 ���� ���� � �����!�
��� V, 
�
	������ �� �
�������� ����" �
���!�� � �����-
��	
���� ��
	��
!������ !������ P 	 3-������ 
������
���	� ���������� ���	����. >� �
���
���-
	
�� ��� �
� ����" 3S  ��� 	��#�'' ���" �����&�-
����
 3L  (	 �
	�������� �� ��
�
 ���	����) ��
�-
�
���� 	������"' 	 4 ,R  ��� ������
���	� >����	-
����� 4M  � �������
�
�� 0 1 2 3, , , .q q q q  E�
	����� 
�����&�����
 (�����) ����� 	�� 

2 2 2 2
0 , 1/q R R� � � �q  ( 2 2 2

0q R�+ q ). M���� �  – ���-
	���
, R – �
��"� ���	����. 4
���
���	
��
� �
�
�
 
�	������ 
�
����� ��
��������� �
�
�� �	������ 
	 !����
����� ����. %"��� �  – ����
 �"�� �����&�-
�� (������
�
), �������'��� ����� p � P. %����-
��� !���� 	 	�����" �����&�����
 ��� 	 ��	����� 
���'� �����. ����
 �����!�
� V – �"��!��, �
	���-
�
� ������ �� "��
 ��  E�
	����� H
��
�
 – N����-

�
�� ����� 	�� 2 2 2sh sh 0.VR � � �	 
� � � � �� �� ��� �
 4���-

���� ����� "�
	����� ��� ������
���	
 H�&
��	����� 
�	������ �"��!�� [5] cth const.LV � �� � ��  %����-
���
�, ���	����, ���"����	���
. %
�
���� �  ���
�� 
���� ��
	��
!������ ����������. %�� ����������-
��� ���	���� ��� ����� 	 ���	������# ����"�
# 
�"��� �
������ �"��!��, ������
��� ��������"' �  
�
 ����	����	"'��� ������������������ �"��!�� 

ctg const.SV � �� � � �  F�� �������� �	�����	��� 
������
���	
 ����� ��'����	���� �����!�
� 

const.EV r� �� � �  O"��!�� ,S LV  ����� ����"����"' 
����" ��'����	����� ���
 ��� 0.� �  F�� ����� ��-
���!�
� �	������ 
��������������� ����" �	"�� 
���"����
��. 7��� �  �����������
, �� ����� �����-
��	
'�"' ����"�������� 0� �  (��	����� ���'�) 
� �
	�"' ���
���	
'�"' ����"�������� 	 
�����-
�
����� ����� � � �  ('���� ���'�). <�� �	� ����"-
������ ����� ����� ��
���	
�� �
� �������� � ����. 

6� ����"�� ��� �����!�
�
 SV  	����, ��� 	 ���-
����	
'��# !����
# ���� �����!�
� ����� ���&��-
����� ���
 1/ ,r�  
 	 ��
����
���� �����	������-
��# �� ����
# – ���&������� ���
 1/ .r  %"��� ���-
����	
'��� !����� �
��������� �
 ����� 	 ����
# 
� �������
�
�� 1 ( , ,0,0)� � �r  � 2 ( , ,0,0),� �� �r  

0, 0,� � � �  2 ,R� �� �� �  ��� �����	��� ��'����	-
����� ���������� ������# �	������ �
����
���
� 
�
���!
. � ������"��# �
&��
# 
	���
 ���
�
�
 
������
, ��� �
����
���
� ����
 	 �
�
�� �	"# !��-
���	 	 ������
���	
# 3S  � 3L  �	������ �
� ��, �
� 
	 �	"������ �������. +� ����� �&������, ���	���� 
	��������� ��� �	"������ ����� � ��������� H�&
-
��	�����. 

%"��� 1v  ��������"��
� �
��������	
 ������
 �
 
4

1M  (����	����	����, �
 3
1Q ), ��� 4

1M  ���
�
������� 
�
�������� � ����� 2*T S  � �
��������
��� 

2 .
S

H T V� �  J���� 1,r  2r  �&���
��� �
��"�-	������ 
(� �
�
��� 	 !����� �����) �����	����# �������-
	
'��# !�����	, ����� r  – �
��"�-	����� ���&��� 
�
���!� (���. 1). 	
��
����
� �� ���"���
� �"��-
!�� T ������������ ��
��
����� �������� �
 ����� 

2S  	 3 ,R  
 �"��!�� V �
�
�
 ����"��� 

1 2ctg ctg ,SV � �� �� � � � � � �  ��� i�  – "��� ����" 
	�����
�� ir  � .r  

 

r1

r2r

p

 
���. 1. M
�
�
 �	"# !�����	 �
 ����� � ��
��������� 
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4
�������� 	��#�'' ���" �����&�����
 2L  
	 ���#������ ������
���	� >����	�����. %"��� 2v  
��������"��
� �
��������	
 ������
 �
 4

2M  (����-
	����	����, �
 3

2Q ), ��� 4
2M  – ���
�
������� �
�-

������� � ���	������� 2*T L  � �
��������
��� 
2 ,

L
H T V� �  ��� ����������
� ������� T ����������-

�� ��
��
����� �������� �
 ���	������� 2L  	 2
1 ,R  


 �����!�
���
� ������� �
�
���� ����"��� 

1 2cth cth .LV � �� �� � � � � � �  
4
�������� �
�
�" �	"# !�����	 	 �	�����	�� 

������
���	�, �� ���� �
�
�" � �	������ �
����
��-
��� ����� 	 ������� ������
���	� 	 ����, ����
	
�-
��� �	"�� �����	������ �������	
'���� !��-
��
�� 1P  � 2P  ����	����	���� (���. 2). %"��� 3v  ��-
������"��
� �
��������	
 ������
 �
 4

3M  
(����	����	����, �
 3

3Q ), ��� 4
3M  – �
��	�� ���-

���
���	� 	 �
�
�� �	"# �����	����# !�����	 �
 
��������� 2R  � �
��������
��� 2 ,

R
H T V� �  ��� 

����������
� ������� T ������������ ��
��
����� 
�	�����	�� �������� �
 ��������� 2 ,R  
 �����!�
� 
�	������ ��'����	����, �� ���� �����!�
���
� ����-
��� �
�
���� ����"��� 1 1 2 2/ / .EV r r� �� � �  M���� 
���������� 1,�  2�  #
�
������"'� ���" ���������� 
����" �
����
����� �
���!�� � ��
	��
!������� 
!����
�� 1P  � 2P  ����	����	����, 1r  � 2r  – �
�����-
��� �� �	��"����� ����� �� !�����	. 

 

P1 P2O

r
r2r1

y

x

 
���. 2. M
�
�
 �	"# !�����	 	 �	�����	�� ������
���	� 

��������� ������� H�"	���� �������� ������
-
!�' � �
����	����� ��	������ �������. >���� 
�
�� ����
����� "��&��� � ����
����� ����
��� 
���� ���������, �
���
���	
� ������� ��"	���� �� 
	� 	��� (4-������) �
��	�� ������
���	�, 
 �
 ���  
3-�����# ���������&�
���#. 7�����	����, ��� ���-
������&�
��� ������ ������
�� �
���� ���� ��"-
	����	
 ������� !������. %�����" �# ����� ����-
��
	���� �
� ����&�
�� ��������# ���	�# (�
 ����-
�����) �
 &��"��
!������ ��
��
��� ��� 
���&�
����� ������
 ( ( ), ( )).x H x F x�  � �
����-
���, 	 �
����	� ���# ���	�# ����� �
���
���	
�� 
������ const.h �  � ���� ��"�
� ��	���� � ��"	����-
	�� ������� �
 (���#������) �&�+�����"�*����� ,�-
���/���"� 3 { ( ) }.hQ H x h� �  

M
����� "�
	����� ����	����	"'���� ������
�-
��	
 	 	��� 2

0 1/i iq q q� � �  (�"�����	
��� ���	����-
�� �� ��	����'����� ������
�). %"��� 	��#��� 
��
� ��������� � ��"�
' ������
���	
 ����������-
��� ���	����, 
 ������ – � ��"�
' ������
���	
 

����!
������� ���	����. %������� � ���������-
���� �������
�
�. ������������� �������
�� 	��-
���
'� 	 ���"���
�� �����!�� �
 �
�
�����"' ����-
����� �� !����
 ����� (	 ���� ��"�
� �� ����� �	"-
��
���� ���&�
�����, �	� ����� ���&�
�
'��� 
	 ���" ����") ��� !����
 �����&�����
. %����"��-
��	� ���� �����!�� �
� ��"���� ��� 
�
���� �	���-
��� �
���!� 	����
�� �� �
��
, ��� �	�&����� �	�-
����� �
���!� (�
	�������� �	������ �
 &������ 
��"��, �����&���) ��������"���� 	 ������������� 
�	������ (�� �
	��������) �� �
�
������� ������-
���. �� ���� ����������	
���� ��&��� �
��� ��, �
� 
	 �	�����	�� ���������: ���	���
 	����� ������ �
 
�������� ����������	
����� �	������. 6���� ���-
�"'��� ����������� ����" �������������� ����-
���
�
�� � �������
�
�� ����� 0 ,q  1,q  2q  �
 ����� 
�
��"�
 R (���. 3): 

2 2 2
1 2 1 2tg , tg cos , tg sin , ,r R x R x R x x r� � � � � � � � � �  

1 2 0sin cos , sin sin , cosq R q R q R� � � � � � � ��  

q0 q0

q2

q2

q1

q1

�
�

�

r r

R

a

a-a -a

��

��

x1 x1

x2 x2

 
���. 3. ������������� �������
�� 

+
 ��������� H�&
��	����� �
����� �"��!�� 
tg��  sin��  cos�  �
 �"��!�� th��  sh��  ch��  M���� 
�  ���������� ����" �����&��� ('������
�
') 	 ���	-
���	�����	�� �������, ��"��� �� ���'�
 	��#��� 
���� �����&�����
 � ���������� �����, �� ���� 
���	������������� �������
�� 
�
������� �����-
������ �������
�
� (��� ����������# �������
� �  – 
����
 ������
�
, &������� ��"�
, ��"���� �� ��-
	������ ���'�
 ����� � ���������� �����). *��'�
 
���"��� 

1
1

0

,
qx R
q

�   2
2

0

,
qx R
q

�   � �2 2 2
0 1 2q R q q� � ��  

(����� ����� ������ ��
�� �� ��������� � ������-
������� ��� ����!
������� ���	����, ���� �
���
�-
��	
�� ������ 	��#�'' ���"����", �� 0 0q � ). ����
 
����� 

� � � �2 2 2 2 2
1 2 1 2

.
1

i i
i

Rq q
x

R q q q q
� �

� � �� �
 

���	���� 	 �	
��
� ��	�� � ��
	�� �
��� � ���-
��� 
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� ���"���
�� ���"��� 
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1 | | 1 | |

i
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� �  

� �

� �

2 2
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1

1 | | 1 .
1 | | 1 | |
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�

�
� � �

� � � � � �
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�
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���#��� ��
� ����� ���	����� ����	����	"�� 
�����, ������ – ������
���	" H�&
��	�����. 

=����E��� 
4
�������� �
�
�" <����
 (�	"# !�����	) �
 

����� (�
 ��������� H�&
��	�����) 	 ������������# 
�������
�
#, �� ���� �
�������� �����!�
� ���&��� 
�
���!� 	 ���� �	"# !�����	 

1/2 1/ 2
1 1 2 2ctg ctg ,SV � �� � � � � � �   1,2

1,2 2
1,2

cos
ctg ,

1 cos

� �
� �

� �
 

1/ 2 1/2
1 1 2 2cth cth ,LV � �� � � � � � �   1,2

1,2 2
1,2

ch
cth .

ch 1

� �
� �

� �
 

������� 1. %����!�
� � ������
 	 ��������"�-
��# �
�
�
# ��&����� ��#
���� – �
�
�� �����
 
� �
�
�� �	"# !�����	 – ����#���� ��"� 	 ��"�
 
	 ������
���	
# ���������� ���	���� ��� ������-
��� �	"# �
�
�����	: ���	���� ������
���	
 � �
�-
������� ����" !����
��.  

0���&�"�4�"��. 4
��&��� ���
�
������	� �
 �	� 
�
���. 4
�������� ��
�
�
 �����!�
� �
���
���	
�-
��# �
�
�. 

%������� !����� 	 ����� � �������������� ��-
�����
�
�� ( ,0),a  ( ,0).a�  %��	��
�
���� ������-
�
�� !�����	 ( , ,0),� �  ( , ,0),� ��  ( 0 1 2( , , )q q q ) 

(1, 2)

1,2 1,2 (1, 2)

( )cos (ch ) ,
| | |

�
� � �

�
r r

r r |
 

��� ��
������ �����	������ �����
���� 	 ������ 
������� ������
���	
 7	����
 � ������
���	
 >��-
��	����� ����	����	����: 

1
1 2 2 2

1

2 2

1/1cos
1 | | 1
1 .

1 | | 1

ax
R a

ax

a

	 
� �
� � � �
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� �
�

� � � �

x

x

 

+
���� ������ 

2
2 1

1 1 2 2

(1 )
sin 1 cos 1

(1 | | )(1 )
ax

a
� �

� � � � � � �
� � � �x

 

2 2 2
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(1 | | )(1 ) (1 )
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a ax
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�
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%�� ���� 

1 2

2 2 2
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(1 | | ) (1 | | ) (1 | | )

x x	 
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x x x

 

� �
2

1 2 2 2
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� � � � �� �
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2

2 2
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a a
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a
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� �
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6 �
��� 

1
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1

1
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(1 | | )(1 ) (1 )

ax

a ax

� �
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F�� ������
���	
 H�&
��	�����, ����	����	����, 

1
1 2 2

1
ch ,

(1 | | )(1 )

ax

a

� �
� �

� � ��x
 

2 2 2
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1 1 2 2

(1 ) (1 | | )(1 )
sh ch 1 ,

(1 | | )(1 )

ax a

a

�� � �� � �
� � � � �
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x

x
 

1
1 2 2 2

1

1
cth ,

(1 ) (1 | | )(1 )

ax

ax a

� �
� �
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1
2 2 2 2

1

1
cth .

(1 ) (1 | | )(1 )

ax

ax a

� �
� �
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6������"� ���"������ ����"��, ����� 	���-
�
�� 	��
����� ��� �����!�
����� �������. 7��� 

0,a �  �� �� ������ ���"���� �
�
�" �����
 (��
-
	��
!������ !����� ����
'��� 	 �
�
�� ������-
�
�). F����	�������, ����� 

1,2 0 2 2 2
1 2

1 1ctg .
1 | | 1a x x�

� � �
� � � � � �x

 

$���	����	"'��� �����!�
� ������ �������	-

���� 	�� 1 2
, 2

.
| |

S LV
r

� � � �
� � � �

x
 

7��� 0,� �  �� ���� �
��"� ����� (���	�������) 
,R ��  �� ����� (���. 4) 
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���. 4. ������������� �������
��  

��� �
�
�� �	"# !�����	 �
 ��������� 

�
��� �&�
���, �
��� ���"���� �������	���� 
�����!�
�. *��	����, ���"���
�� ���"� &��� �&�&-
���� �
 �'&"' �
��������� ������
���	
 H�&
��	-
����� nL  � ����� ,nS  	�������# 	 ����	����	"'-
��� ������
���	
 1n �  �
��������� 1

nR  � 1.nR �  

������� 
������� ������" 	 �
�
������� ������
���	� 

	 ������������# �������
�
# ��� ����� � ���-
���
���	
 H�&
��	����� 2 2

0 .i ids dq dq dq� �  +
���� 
���"!���	
��"' ������" �
 ����� 	 ������������# 
�������
�
#, ���"��� 

� �0 3/ 22

( ) ,
1 | |

ddq �
� �

� �

x x

x
�  

� � � �
2

1/ 2 3/ 22 2
.

1 | | 1 | |
i i i

i
dx x dx

dq
�

� �
� � � �x x
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4 2 2 2
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3 22 2

1 | |1 | |
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1 | | 1 | |
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d d dds

x dx x dx
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� � � �

x x x x
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x x

 

%"��� 2 2| | ,r�x  	 ���"���
�� ���"��� 

� �
� �
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� �

� �
� �

2
2

32

22 22
1 1 11

2 3 22 2

1

2
1 1 1

S

d
ds

r

x d x dx ddx
r r r

�
� � �

� �

	 � � � ��� � � �
� � � � � � ��

x x

x x x x

� �
� �

� �
� �

� �

22 22
2 2 22

3 22 2 2

2
1 1 1

x d x dx ddx
r r r


� � � � � � � �
� � � � � � �

x x x x
 

=
� �

� �
� �

� �
� �

� �

2 2 22 2

3 2 3 22 2 2

2
.

11 1 1

d r d dd d
rr r r

� � � �
� � � �

� �� � � � � �

x x x x x xx x  

*����
������ ���"��� 

� �
� �

2
2

2 22
.

1 1
S

dd dds
r r

� �
� �

� � � �

x xx x  (1) 

������� ������ ������" 	 �
�
������� ���-
���
���	� 	 ������������# �������
�
# ��� ���-
���
���	
 H�&
��	�����. V���, ��� 	 ����"�� (1) 
�"��� �������� ��
� ����� ���	����� �
 �����	�-
�������� ��
�: 

� �
� �

2
2 2

0 2 22
.

1 | | 1 | |
L i i

dd dds dq dq dq
�

� � � � �
�� � �

x xx x
x x

 

H���� ���	�����, ��� 	 �������, ����
 0,� �  
������
 �
 ����� � 	 ������
���	� H�&
��	����� 
������
�� ����" �
�"' �� ����", �
� � 	 ����-
��� ������
���	�: 2 .ds d d� x x  *��	����, ��� �
� 
� 	 ��"�
� �����!�
�
, ���"���
�� ���"� &��� 
�&�&���� �
 �'&"' �
���������. ������
 ���
-
�
�
. 

�
��� �&�
���, �����!�
� � ������
 	 �������-
�"���# �
�
�
# ��&����� ��#
���� – �
�
�� �����
 
� �
�
�� �	"# !�����	 – ����#���� ��"� 	 ��"�
 
	 ������
���	
# ���������� ���	���� ��� ������-
��� �	"# �
�
�����	: ���	���� ������
���	
 � �
�-
������� ����" !����
��. 
����� ������	�����, ��� 
��������"���� �
�
�� ��&����� ��#
���� ������ 
����#����� ��"� 	 ��"�
 ��� ��������� ���	���� 
������
���	
, ������ ���� �
�� ��	���� � ������	� 
���������. 
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