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О ТОЧНОСТИ МОДЕЛИ БЕРНУЛЛИ – ЭЙЛЕРА 
В КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ БАЛОК 

 
На основе модели Бернулли – Эйлера построено аналитическое решение контактной задачи об изгибе двух одинаковых балок 

с зазором. Проведено сравнение этого решения с численным решением, полученным без приближений указанной модели. Найдено хорошее 
совпадение численных и аналитических значений напряжений и контактных расстояний. Аналитически найденная контактная нагрузка 
содержит сосредоточенную силу и конечный скачок и представляет собой правильную «схему» численно найденной нагрузки. Сделан 
вывод о корректности и приемлемой точности модели Бернулли – Эйлера. 
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одель Бернулли – Эйлера является про-
стейшей моделью изгиба балки [1] и ши-
роко используется при постановке и ре-

шении контактных задач для балок [2–9]. Обычно 
удается получить аналитические решения, что об-
легчает исследование и дальнейшее использование 
результатов. Применяя современные пакеты при-
кладных программ, можно получить численные ре-
шения этих же контактных задач без учета прибли-
женных предположений модели Бернулли – Эйлера 
[10] (хотя отказ от учета этих предположений и при-
водит к ряду трудностей в программировании [10]). 
Поэтому представляет интерес сравнение аналитиче-
ских результатов, полученных в рамках модели Бер-
нулли – Эйлера, и численных результатов, получен-
ных с использованием пакета прикладных программ. 
Для контактных задач теории балок примеров такого 
сравнения в литературе не имеется. 

Целью настоящей статьи является сравнение ана-
литического и численного решений контактной зада-
чи для двух одинаковых консольных балок (рис. 1) 
длины L , ширины w  (в направлении, перпендику-
лярном плоскости рис. 1), толщины H , изготовлен-
ных из материала с модулем Юнга E . Между бал-
ками имеется зазор высоты h  (в отсутствие нагруз-
ки). К нижней балке приложена распределенная 
нагрузка с постоянной плотностью 0q . Под действи-
ем этой нагрузки балки испытывают слабый (линей-
ный) изгиб с односторонним контактом; трением 
пренебрегаем. Требуется найти перемещения и на-
пряжения в балках. Упомянутое сравнение решений 
позволяет оценить, с одной стороны, точность ана-
литического решения и границы его применимости, 
а с другой – наглядность и простоту получения этого 
решения. 
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Рис. 1. Модельная конструкция 

Численные расчеты проведены Jorge R. Matienzo 
(университет Сан-Паулу, Бразилия), которому автор 
выражает глубокую благодарность. 

Постановка и аналитическое решение задачи 
в рамках модели Бернулли – Эйлера 
Согласно этой модели [1] задача сводится к оты-

сканию линий изгиба балок 1( ),y x  2 ( ),y x  причем 
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где ( )q x  – плотность (на единицу длины) сил взаи-
модействия балок; 
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Далее задача, сводящаяся теперь к отысканию 
( ),q x  ставится в соответствии с подходом, предло-

женным в [5]. Будем считать, что ( )q x  имеет вид 

( ) ( ) ( ),i i
i

q x p x P x x= + δ −∑  (3) 

где ( ) 0p x ≥  – кусочно-непрерывна и непрерывна 
справа при 0 ;x L≤ ≤  0;iP ≥  0 ;ix L< ≤  сумма ко-
нечна; δ  – дельта-функция Дирака. Обозначим 

2 1( ) ( ) ( )r x y x y x= −  (расстояние между балками). Из 
(1) следует, что 

( )00
( ) ( , ) 2 ( ) .

L
r x h G x s q s q ds= + −∫  (4) 

Учитывая условие одностороннего контакта ба-
лок, приходим к следующей математической поста-
новке задачи. 

Задача. Найти функцию ( )q x  вида (3) такую, что 
при 0 x L≤ ≤  

0 ( ( ) 0),
( )

0 ( ( ) 0),
q x

r x
q x

= >⎧
⎨≥ =⎩

 (5) 

где ( )r x  выражается формулой (4). 
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Утверждение 1. Поставленная задача может 
иметь только одно решение. 

Доказательство аналогично доказательствy 
единственности в [5] и поэтому здесь не приведено. 

Утверждение 2. Обозначим ( )3 4
0 .EwH h q Lα =  

Тогда решение поставленной задачи имеет следую-
щий вид. 

a) Если 3 2,α >  то ( ) 0q x =  (контакт балок от-
сутствует). 

b) Если 1 6 3 2,≤ α ≤  то ( ) ( )q x P x L= δ −  (кон-
такт в одной точке на конце балок), где 

( )( )0 16 3 2 .P q L= − α  (6) 

c) Если 1 6,α <  то 

0

0 (0 ),
( ) ( )

2 ( )
x

q x Q x
q x L

≤ < λ⎧
= δ − λ + ⎨ λ ≤ ≤⎩

 (7) 

(контакт по части балок), где 
1 4(6 ) ,Lλ = α   0 6.Q q= λ  (8) 

Доказательство 
a) Очевидно, что ( )q x  имеет вид (3). При 

( ) 0q s =  из (4) и (2) находим: 

( )3( ) 2 3 (1 )(4 (1 ) ) ,
2
hr x = α − + − ξ − − ξ
α

 

где .x Lξ =  Так как 3 2α >  и 0 1,≤ ξ ≤  то ( ) 0r x >  
при 0 ;x L≤ ≤  следовательно, (5) выполнено. 

b) Так как 3 2,α ≤  то 0;P ≥  следовательно, 
( )q x  имеет вид (3). Подставляя ( ) ( )q s P s L= δ −  в (4) 

и, учитывая (6), (2), находим: 

( )2( ) (1 ) (6 1) (2 ) 2(1 ) (2 ) .
4
hr x = − ξ α − ξ − ξ + − ξ α + ξ
α

 

Так как 1 6α ≥  и 0 1,≤ ξ ≤  то ( ) 0r x ≥  при 
0 .x L≤ ≤  Далее, ( ) 0q x >  только при ,x L=  
а ( ) 0.r L =  Таким образом, (5) выполнено. 

c) Так как 1 6,α <  то ;Lλ <  очевидно, что ( )q x  
имеет вид (3). Подставляя (7), (8), (2) в (4), находим: 

( )( )31 3 1 (0 ),( )
0 ( ).
h x x xr x

x L

⎧ + λ − λ ≤ < λ⎪= ⎨
λ ≤ ≤⎪⎩

 (9) 

Отсюда следует, что ( ) 0r x ≥  при 0 .x L≤ ≤  Да-
лее, ( ) 0q x >  только при ,x Lλ ≤ ≤  а ( ) 0r x =  при 

.x Lλ ≤ ≤  Таким образом, (5) выполнено и утвер-
ждение 2 доказано. 

Построенное решение дает возможность найти 
аналитические выражения для напряжений 1( ),xσ  

2 ( )xσ  в балках (единственная существенная компо-
нента xxσ  тензора напряжений на нижней поверхно-
сти балки). В рамках модели Бернулли – Эйлера [1] 

2
6( ) ( ) ( ) ,

L
k kx

x s x q s ds
wH

σ = −∫  (10) 

где ( )kq x  – плотность нагрузки, действующей на 
балку номер .k  Из (7), (8), (10) получаем, например, 
для случая (с): 
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Численное решение задачи без приближений 
модели Бернулли – Эйлера и сравнение реше-
ния с приближенным аналитическим 
Постановка контактной задачи теории упругости 

и доказательство единственности решения являются 
стандартными [4], [11] и поэтому здесь не приведе-
ны. Численное решение проводилось с помощью 
пакета ANSYS 5.7. Значения параметров: 

300 мм,L =  50 мм,w =  15 мм,H =  0,1мм,h =  
52 10 МПа,E = ⋅  0 10 H/мм.q =  Для этих значений 

0,042,α =  следовательно, в рамках модели Бернул-
ли – Эйлера имеет место случай (c). 

На рис. 2 приведены полученные численно зна-
чения ( ).q x  Сравнение рис. 2 с (7) можно провести 
следующим образом. Формула (7) содержит равно-
мерно распределенную нагрузку с плотностью 0 2,q  
которая скачком обращается в нуль при x = λ  и со-
средоточенную силу Q  при .x = λ  Численный рас-
чет приводит к сглаженному скачку и распределен-
ной нагрузке вместо сосредоточенной силы. Соот-
ветствующие распределения (в частности, 
максимальное численное значение ( )q x  на рис. 2) не 
могут быть найдены в рамках модели Бернулли –
Эйлера, но некоторое сравнение все же может быть 
выполнено. Имеется хорошее совпадение численного 
значения ( )q L  и соответствующего аналитического 
значения 0 2.q  Численно максимальное значение 

( )q x  достигается при ,x  близком к аналитическому 
значению .λ  Далее, нетрудно численно найти 

0
( ) 800 Н;

L
F q x dx= =∫  тогда величина 

0 ( ) 2 360 НF q L− − λ =  дает оценку ,Q  которая 
близка к аналитическому значению 354 Н . 

На рис. 3 приведены аналитические (см. (9)) 
и численные значения ( );r x  имеется их хорошее 
совпадение. На рис. 4 приведены аналитические (см. 
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(11), (12)) и численные значения 1( ),xσ  2 ( );xσ  также 
имеется их достаточно хорошее совпадение. 
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Рис. 2. Численные значения плотности контактной нагрузки 
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Рис. 3. Численные (точки) и аналитические (линия) 

значения расстояния между балками 

Выводы 
Модель Бернулли – Эйлера в контактной задаче 

для балок позволяет с хорошей точностью найти 
аналитически расстояние между балками и напряже-
ния в балках. Плотность сил взаимодействия балок 
находится аналитически «схематично», а именно 
содержит сосредоточенную силу и (конечный) ска-
чок, которым в численном решении соответствуют 
гладкие распределения, согласующиеся с аналитиче-
ской «схемой». Эта модель поэтому является кор-
ректной и может быть использована для быстро по-
лучаемых и имеющих хорошую точность аналитиче-
ских решений в контактных задачах для балок. 
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Рис.4. Численные (точки) и аналитические (линии) 
значения апряжений в балкаx 
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On the Accuracy of Bernoulli – Euler Model in Contact Problems for Beams 

The analytical solution of the contact problem for bending of two identical beams with the gap is obtained on basis of Bernoulli – Euler model. 
The comparison is made with the numerical solution that does not include the approximations of this model. The good agreement is found between 
the numerical and analytical values of stresses and contact distances. The contact load found analytically contains the concentrated force and the 
finite jump. This is the correct outline of the load found numerically. The conclusion is made up about the correctness and acceptable accuracy of 
Bernoulli – Euler model. 

Key words: beam, bending, Bernoulli – Euler model, contact problem, analytical solution, numerical solution. 
 




