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АНАЛИЗ СИСТЕМЫ С ТИРАЖИРОВАНИЕМ СООБЩЕНИЙ ПРИ ОБРАБОТКЕ 

 
Приводятся результаты разработки математической модели для расчета характеристик системы с тиражированием обслужи-

ваемых сообщений. 
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ногим системам обработки информации 
в иерархических структурах присущ эф-
фект тиражирования обслуживаемых  

сообщений, когда поступившее элементарное сооб-
щение тиражируется на группу копий, которые обра-
батываются и выходят из системы как отдельные 
сообщения.  

Существует большое количество алгоритмов ти-
ражирования, отличающихся моментом появления 
копий и порядком их обработки в системе. Здесь ис-
следуется алгоритм тиражирования во время обра-
ботки, при котором поступившее сообщение прохо-
дит несколько этапов обработки, и на каждом этапе 
создается его копия, покидающая систему как от-
дельное сообщение. 

Разработана математическая модель, дающая 
возможность вычислять значение основных характе-
ристик системы. 

Описание системы 
Исследуется система, состоящая из обслуживаю-

щего устройства, на вход которого поступает N вза-
имно независимых пуассоновских потоков элемен-
тарных сообщений. Параметр потока номер j – ,jλ  

( 0 ;j< λ < ∞  j = 1, 2,…, N). Обслуживающее устрой-
ство содержит ряд виртуальных устройств, которые 
выполняют обработку сообщений. 

Каждое элементарное сообщение, поступив на 
обслуживание, проходит последовательную обра-
ботку на виртуальных устройствах, соответствую-
щих этапам обработки. Общее число виртуальных 
устройств (этапов) в системе равно M (1 ≤ M < ∞). На 
каждом этапе после обработки создается копия со-
общения, которая уходит из системы, образуя выхо-
дящий поток сообщений. На последнем этапе эле-
ментарное сообщение после обработки уничтожает-
ся, а его копия выходит из системы. 

Поток номер j имеет параметр 

1 2( , ,..., ),j j j jMx x x=x  

где jkx n=  (1 ≤  n ≤ M) и n – номер виртуального 
устройства (виртуальной машины), которая обраба-
тывает сообщение на k-м шаге его обслуживания. 
Если 0,jkx =  то это значит, что на шаге k сообщение 
не обрабатывается ни на одном из виртуальных уст-
ройств. Если 0,jkx =  то 0jmx =  для всех M ≥ m > k. 

Таким образом, вектор jx  задает последователь-
ность обработки сообщения потока j на виртуальных 
устройствах. Считаем, что для любого j (1 ≤ j ≤ N) 

,jk jmx x≠  если k ≠ m, 0jkx ≠  и 0,jmx ≠  т. е. на каж-
дом виртуальном устройстве сообщение любого по-
тока обрабатывается не более одного раза.  

М 
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Используя векторы ,jx  можно построить матри-

цу   ( 1, 2,..., ;   1, 2,..., ),mnz m N n M= = =Z  где 
1,mnz =  если виртуальное устройство номер n обра-

батывает сообщение потока m, и 0,mnz =  если вир-
туальное устройство номер n не обрабатывает сооб-
щение потока m. Так что 1,mnz =  если существует 

mkx n=  (k = 1, 2,…, M). 
Длительность обработки сообщения потока j на 

этапе номер k – случайная величина jkξ  с функци-

ей распределения ( ),jkB t  имеющая конечный пер-
вый и второй моменты:  

1
0

( ) 0jk jktdB t b
∞

∞ > = >∫  и 2
2

0

( ) 0jk jkt dB t b
∞

∞ > = >∫  

( 1, 2, , ;j N= …  1, 2, ,k M= … ). 
Элементарные сообщения образуют очереди пе-

ред виртуальными устройствами и обрабатываются 
в порядке поступления. Длительность ожидания 
и объем очереди перед каждым виртуальным уст-

ройством не ограничены. Таким образом, каждое 
виртуальное устройство можно рассматривать как 
систему массового обслуживания (СМО) типа 
M/G/1/∞ [1]. 

Структура системы приведена на рис. 1, где пока-
заны виртуальные обслуживающие устройства на 
этапах, очередь входящих элементарных сообщений 
и выходящие потоки. 

Модель системы 
Определим интенсивность входящего потока 

элементарных сообщений на виртуальное устройство 
номер k. Если интенсивность потока j – jλ  

( 0 j< λ < ∞ ), то величину интенсивности потока со-
общений, поступающих на обработку на виртуальное 
устройство k, можно вычислить по формуле 

1
,

N

k j jk
j

z
=

Λ = λ∑  (1) 

где jkz  (j = 1, 2,…, N; k = 1, 2, …, M) – элемент мат-
рицы Z, определенной выше. 
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Рис. 1. Структура системы обслуживания с тиражированием 

Справедливость (1) следует из того, что на вход 
виртуального устройства k поступают для обработки 
элементарные сообщения всех потоков, для которых 
предусмотрена обработка на этом устройстве. При 
этом порядок обработки на виртуальных устройствах 
не имеет значения. 

Очевидно, что интенсивность выходящего потока 
из системы равна суммарной интенсивности выхо-
дящих потоков из виртуальных устройств и может 
быть вычислена по формуле 

1
.

M

k
k =

Β = Λ∑  (2) 

Формула (2) справедлива при условии, что для 
каждого виртуального устройства интенсивность 
выходящего потока в установившемся режиме равна 
интенсивности входящего потока. 

При обработке на устройствах в порядке поступ-
ления средняя длительность обслуживания сообще-
ния потока j (длительность пребывания в системе) 
складывается из средних длительностей его обработ-
ки на всех виртуальных устройствах согласно векто-
ру jx  и матрице Z, и может быть вычислена по фор-
муле 

1
,

M

j jk jk
k

T T z
=

= ∑  (3) 

где jkT  – среднее время, проведенное сообщением 
потока j на виртуальном устройстве k (время ожида-
ния в очереди плюс время обработки). 

Следует отметить, что в однолинейной СМО 
с несколькими входящими потоками и обслуживани-
ем в порядке поступления длительность ожидания 
в очереди для сообщений различных потоков раз-
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лична. Это следует, например, из того, что очередь 
к устройству складывается в зависимости от интен-
сивностей, поступающих на это устройство потоков 
сообщений. Задача вычисления среднего времени 
пребывания сообщения на обработке (ожидание 
в очереди и обработка) на виртуальном устройстве k 
для сообщений потока j здесь может быть решена 
с применением результатов, представленных, напри-
мер, в [2]. Откуда получим: 

2
1

1
,

2(1 )
j jk

jk jk jk
j jk

b
T z b

b

∗

∗

⎛ ⎞λ
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟− λ⎝ ⎠

 (4) 

где 1 0
( )

| ;jk
jk s

d s
b

ds
∗

=
ϕ

=  
2

2 02

( )
| ;jk

jk s
d s

b
ds

∗
=

ϕ
=  

1
( ) ( ) (1 ) ( (1 ( )))

N

jk jk jk mk mk j m mk
m
m j

s z s z z s
=
≠

⎡ ⎤ϕ = β − + α λ − β⎣ ⎦∏  

для всех j = 1, 2,…, N; k = 1, 2,…, M. 
Здесь ( )jk sβ  – преобразование Лапласа – Стилтье-

са функции распределения длительности обработки 
сообщения потока j на виртуальном устройстве номер 
k ( ( )jkB t ); ( )j sα – преобразование Лапласа – Стилть-
еса функции распределения длительности интервала 
между сообщениями потока j, поступающего на вир-
туальное устройство k. В формуле (4) компоненты, 
для которых 0,jkz =  также равны нулю. 

Отметим, что длительность пребывания на вирту-
альном устройстве k произвольно взятого сообщения 
может быть вычислена по формуле [1] 

2
1

1

ˆ
ˆˆ ,ˆ2(1 )

k k
k k

k k

b
T b

b
Λ

= +
− Λ

 (5) 

где 1 1
1

1ˆ ;
N

k j jk jk
k j

b z b
=

= λ
Λ ∑  2 2

1

1ˆ
N

k j jk jk
k j

b z b
=

= λ
Λ ∑   

(k = 1, 2,…, M). 
Условием существования установившегося ре-

жима для виртуального устройства k будет выполне-
ние неравенства [1] 1

ˆ 1k kbΛ <  (k = 1, 2,…, M). 
Теперь, используя (4), можно вычислить среднее 

время пребывания сообщения потока j на обслужи-
вании как суммарное среднее время обработки на 
виртуальных устройствах, обрабатывающих сообще-
ния этого потока. Также можно вычислить среднее 
время ожидания в очереди для сообщения потока j: 

2
1

1
)

2(1 )
j jk

jk jk jk jk
j jk

b
W T z b

b

∗

∗

λ
= − =

− λ
 (6) 

для всех k = 1, 2,…, M. 
Общая длина очереди к виртуальному устройству 

k может быть вычислена с использованием формулы 

1
.

N

k j jk
j

W W
=

= λ∑  

Полученные формулы позволяют вычислять ха-
рактеристики системы. 

Пример. Пусть N = 3, М = 3; 1 (1,3,0),=x  

2 (1,2,0),=x  3 (1, 2,3);=x  

1 2

3 11

13 21 22

31 32 33

1 2

3 11

13 21 22

31 32 33

( ) 1 , A ( ) 1 ,

( ) 1 ( ) 1 ,

( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 ,

( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1

t t

t t

t t t

t t t

A t e t e

A t e B t e

B t e B t e B t e

B t e B t e B t e

−λ −λ

−λ −μ

−μ −μ −μ

−μ −μ −μ

= − = −

= − = −

= − = − = −

= − = − = −

 

Матрица Z при этом имеет вид 
1 0 1
1 1 0 ,
1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Z  

откуда с учетом (1) получим: 

1 1 2 3,Λ = λ + λ + λ   2 2 3,Λ = λ + λ   3 1 3.Λ = λ + λ  

Из (4) будем иметь с использованием матрицы Z 
и функций распределения: 

11 11 1 2 21 1 3 31

31 111 21 1

11 1 21 1 2 1 31 1 3

( ) ( ) ( (1 ( ))) ( (1 ( )))
( )( )

;
( ) ( ) ( )

s s s s
ss

s s s s s

ϕ = β α λ − β α λ − β =

μ + λμ μ + λ
=

μ + λ μ + λ + λ λ μ + λ + λ
 

 
21 21 2 1 11 2 3 31

31 221 11 2

21 2 11 2 1 2 31 2 3

( ) ( ) ( (1 ( ))) ( (1 ( )))
( )( )

;
( ) ( ) ( )

s s s s
ss

s s s s s

ϕ = β α λ − β α λ − β =

μ + λμ μ + λ
=

μ + λ μ + λ + λ λ μ + λ + λ  

31 31 3 1 11 3 2 21

31 11 3 21 3

31 3 11 3 1 3 21 3 2

( ) ( ) ( (1 ( ))) ( (1 ( )))
( ) ( )

;
( ) ( ) ( )

s s s s
s s

s s s s s

ϕ = β α λ − β α λ − β =

μ μ + λ μ + λ
=

μ + λ μ + λ + λ λ μ + λ + λ
 

22 22 2 3 32

32 222

22 2 32 2 3

( ) ( ) ( (1 ( )))
( )

;
( ) ( )

s s s
s

s s s

ϕ = β α λ − β =

μ + λμ
=

μ + λ μ + λ + λ
 

32 32 3 2 22

32 22 3

32 3 22 3 2

( ) ( ) ( (1 ( )))
( )

;
( ) ( )

s s s
s

s s s

ϕ = β α λ − β =

μ μ + λ
=

μ + λ μ + λ + λ
 

13 13 1 3 33

13 33 1

13 1 33 1 3

( ) ( ) ( (1 ( )))
( )

;
( ) ( )

s s s
s

s s s

ϕ = β α λ − β =

μ μ + λ
=

μ + λ μ + λ + λ
 

33 33 3 1 13

33 13 3

33 3 13 3 1

( ) ( ) ( (1 ( )))
( )

.
( ) ( )

s s s
s

s s s

ϕ = β α λ − β =

μ μ + λ
=

μ + λ μ + λ + λ
 

Здесь 
0 0

( ) ( );    ( ) ( )st st
j j jk jks e dA t s e dB t

∞ ∞
− −α = β =∫ ∫   

(j = 1, 2, 3; k = 1, 2, 3). 
Используя полученные преобразования Лапласа – 

Стилтьеса, вычислим требуемые моменты длитель-
ностей обработки на виртуальных устройствах. 
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Первые моменты:  

32
111

11 1 21 1 31

1 ;b∗ λλ
= + +

μ λ μ λ μ
 31

211
21 2 11 2 31

1 ;b∗ λλ
= + +

μ λ μ λ μ
 

1 2
311

31 3 11 3 21

1 ;b∗ λ λ
= + +

μ λ μ λ μ
 3

221
22 2 32

1 ;b∗ λ
= +

μ λ μ
 

2
321

32 3 22

1 ;b∗ λ
= +

μ λ μ
 3

131
13 1 33

1 ;b∗ λ
= +

μ λ μ
 

1
331

33 3 13

1 .b∗ λ
= +

μ λ μ
 

Вторые моменты: 

3 2 32
112 2 2

1 21 11 1 31 1111 1 21 31

3 1 32 1 2
2 2

1 21 1 31

2 222

2 ( )2 ( )
;

( ) ( )

b∗ λ λ λλ
= + + + +

λ μ μ λ μ μμ λ μ μ

λ λ + λλ λ + λ
+ +

λ μ λ μ

 

3 1 31
212 2 2

2 11 21 2 31 2121 2 11 31

3 2 31 2 1
2 2

2 11 2 31

2 222

2 ( )2 ( )
;

( ) ( )

b∗ λ λ λλ
= + + + +

λ μ μ λ μ μμ λ μ μ

λ λ + λλ λ + λ
+ +

λ μ λ μ

 

1 2 1 2
312 2 2

3 11 31 3 31 2131 3 11 21

1 3 1 2 3 2
2 2

3 11 3 21

2 2 22

2 ( ) 2 ( )
;

( ) ( )

b∗ λ λ λ λ
= + + + +

λ μ μ λ μ μμ λ μ μ

λ λ + λ λ λ + λ
+ +

λ μ λ μ

 

3 3 2 3
222 2 2

2 22 3222 2 32

2 2 ( )2 ;
( )

b∗ λ λ λ + λ
= + +

λ μ μμ λ μ
 

2 2 32
322 2 2

3 22 3232 3 22

2 ( )22 ;
( )

b∗ λ λ + λλ
= + +

λ μ μμ λ μ
 

3 3 1 3
132 2 2

1 13 3313 1 33

2 2 ( )2 ;
( )

b∗ λ λ λ + λ
= + +

λ μ μμ λ μ
 

1 3 11
332 2 2

3 33 1333 3 13

2 ( )22 .
( )

b∗ λ λ + λλ
= + +

λ μ μμ λ μ
 

Откуда: 

11 21 31 11
11

11 11 21 31
2 2 2 2
21 31 21 31 1 21 2 31 3

11 21 31

( ) /1
1 ( )

( ) / / /
;

1 ( )

T
ρ + ρ + ρ μ

= + +
μ − ρ + ρ + ρ

ρ + ρ + ρ ρ λ + ρ λ + ρ λ
+

− ρ + ρ + ρ

 

11 21 31 21
21

21 11 21 31
2 2 2 2
11 31 11 31 2 11 1 31 3

11 21 31

( ) /1
1 ( )

( ) / / /
;

1 ( )

T
ρ + ρ + ρ μ

= + +
μ − ρ + ρ + ρ

ρ + ρ + ρ ρ λ + ρ λ + ρ λ
+

− ρ + ρ + ρ

 

11 21 31 31
31

31 11 21 31
2 2 2 2
11 21 11 21 3 11 1 21 2

11 21 31

( ) /1
1 ( )

( ) / / /
;

1 ( )

T
ρ + ρ + ρ μ

= + +
μ − ρ + ρ + ρ

ρ + ρ + ρ ρ λ + ρ λ + ρ λ
+

− ρ + ρ + ρ

 

2 2
22 32 22 32 2 32 3

22
22 22 32

( ) / / /1 ;
1 ( )

T
ρ + ρ μ + ρ λ + ρ λ

= +
μ − ρ + ρ

 

2 2
32 22 32 22 2 22 3

32
32 32 22

( ) / / /1 ;
1 ( )

T
ρ + ρ μ + ρ λ + ρ λ

= +
μ − ρ + ρ

 

2 2
13 33 13 33 3 33 1

13
13 13 33

( ) / / /1 ;
1 ( )

T
ρ + ρ μ + ρ λ + ρ λ

= +
μ − ρ + ρ

 

2 2
33 13 33 13 1 13 3

33
33 33 13

( ) / / /1 .
1 ( )

T
ρ + ρ μ + ρ λ + ρ λ

= +
μ − ρ + ρ

 

Здесь  

1 1 11 21 2 21 31 3 31 22 2 22

32 3 32 13 1 13 33 3 33

/ ; / ; / ; / ;
/ ; / ; / .

ρ = λ μ ρ = λ μ ρ = λ μ ρ = λ μ

ρ = λ μ ρ = λ μ ρ = λ μ
 

Далее получим с учетом (3): 

1 11 13;T T T= +   2 21 22;T T T= +   3 31 32 33.T T T T= + +  

На рис. 2 приведены результаты расчетов вели-
чин 1 2 3,  ,  T T T  при следующих значениях параметров 
функций распределения: 2 35; 2;λ = λ =  11 10;μ =  

21 31 22 32 13 3320; 10; 20; 20; 20; 10,μ = μ = μ = μ = μ = μ =  
откуда получим 11 1 210,1 ; 0, 25;ρ = λ ρ =  
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Рис. 2. Зависимость средней длительности обслуживания  

сообщений различных потоков в системе 
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На рис. 3 Приведены графики зависимости сред-
ней длительности пребывания на виртуальном уст-
ройстве 1 сообщений различных потоков.  

 

 
Рис. 3. Зависимость средней длительности пребывания 

сообщений различных потоков на виртуальном устройстве 1 

Выводы 
Приведенные в статье результаты дают возмож-

ность вычислять характеристики системы с тиражи-

рованием обрабатываемых сообщений в зависимости 
от параметров тиражирования, что позволяет также 
решать задачи выбора оптимальных значений пара-
метров тиражирования при проектировании подоб-
ных систем. 

Возможно развитие результатов для случая, когда 
длительность обработки на виртуальных устройствах 
зависит от количества виртуальных устройств.  
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ешение задачи проверки гипотезы о виде 
распределения случайной величины ξ  по 
выборке 1, , ,nX XK  элементами которой 

являются независимые случайные величины, 
имеющие то же распределение, что и ξ,  является 
одной из фундаментальных проблем математиче-
ской и прикладной статистики. Проверка этой ги-
потезы осуществляется обычно с помощью крите-
рия согласия, который может основываться на бли-
зости эмпирической и теоретической функции 

распределения, на близости плотности распределе-
ния и гистограммы, на характеризации распределе-
ния свойствами определенных статистик выборки. 
В эконометрических приложениях, связанных 
с идентификацией распределения ξ,  нашли широ-
кое применение статистические критерии момент-
ных условий (см., например, [1]). Основу каждого 
такого J-критерия, так мы будем его называть, со-
ставляет статистика вальдовского типа, представ-
ляемая обычно следующим образом [2]: 

Р 




