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Рис. 2. Изменение нормированного Е в процессе старения изоляции ЭМ (асинхронный двигатель серии 4А, мощность 
1,5 кВт): T1 – период нормальной эксплуатации; Т2 – период старения (для нормального режима); режимы эксплуатации: 1 – нормальный; 
2 – повышенная влажность и температура; 3 – резкие колебания температуры, повышенная вибрация и влажность  
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A Model of Aging of Insulation of Electric Machines Stator Windings 

The model of insulation aging is a mathematical regularity by which the main characteristics of the process are described.  The purpose of cre-
ating such a model is simplification of the actual process, highlighting the main factors influencing the aging process. 
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ПЕРЕНОС ЭНЕРГИИ ИЗЛУЧЕНИЯ В ДУГЕ ПЛАЗМЫ 

 
Описывается метод аппроксимации при решении уравнения переноса энергии в дуге цилиндрической термической плазмы. С помо-

щью метода многогруппового приближения, а также с помощью средних величин, рассчитанных 2 способами (планковское среднее 
и росселандово среднее), получены частотные переменные уравнения переноса, а также найдены величины net emission. 
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еренос энергии излучения играет важную 
роль в устройствах обработки плазмы. При 
этом получение информации о физических 

процессах, происходящих в электрических дугах, 
с помощью измерений осложняется экстремальными 
экспериментальными условиями, например, высоки-
ми температурами, давлениями, скоростями проте-

кающих процессов и т. п. В этом случае очень важно 
математическое моделирование.  

Энергетический баланс в дуге плазмы 
Электрический разряд плазмы приносит относи-

тельно большое количество энергии. При этом про-
порции энергии можно описать уравнением Эленбаас – 
Хеллера для стационарного состояния дуги плазмы: 

П 



Электроника, измерительная техника, радиотехника и связь 83

2 div( grad ) div ,RE T Wσ = − λ +
G

 

где σE2 – входящая электрическая энергия (σ – элек-
трическая проводимость, E – электрическое поле); 
λgradT означает поток энергии вследствие введения 
тепла (λ – теплопроводность, T – температура плаз-
мы); WR – поток энергии излучения. 

При этом электрическая энергия 2 ,Eσ  приклады-
ваемая к рассматриваемому элементу, расходуется 
на энергию отведения тепла div gradTλ  и на затраты 

энергии излучением div RW
G

 [1]. 
При моделировании дуги плазмы, включая излу-

чение, необходимо определить поток энергии излу-
чения и его дивергенцию. 

Излучение в дуге плазмы зависит кроме множе-
ства физических переменных и от концентрации 
всех химических веществ, которые содержатся 
в плазме. Равновесный состав разных типов плазмы 
может быть рассчитан с помощью компьютерной 
программы Tmdgas, которая является составляю-
щей системы базы данных TheCoufal 
(http://www.feec.vutbr.cz/ ~ Coufal [2, 3]).  

На нашем факультете была разработана компью-
терная программа для вычисления коэффициентов 
поглощения в термической плазме и создана база 
данных входных параметров для различных типов 
плазмы. Например, на рис. 1 приведены графики ко-
эффициентов поглощения плазмы воздуха при дав-
лении 0,1 MПa (1 атм.) и температурах 1000, 10 000 
и 20 000 K. 

Одним из методов расчета частотных переменных 
уравнения переноса энергии излучения является ме-
тод многогруппового приближения [5], который ве-
дет к дискретизации. Фотон относят к одной из G 
частотных групп, и все фотоны в пределах этой груп-
пы имеют одинаковые поглощающие свойства. Ко-
эффициенты поглощения для каждой частотной 
группы n принимаем за константы с определенной 
средней величиной: 

( , , ) ( , ),nk r T k r Tν ν =
G G  1,n n+ν ≤ ν ≤ ν  1,..., .n G=  

В нашем случае целый частотный интервал 
(0,01 – 10)·1015 с–1 разделим на 10 подгрупп. Это раз-
деление приведено в таблице. 
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Рис. 1, а, б. Зависимость коэффициента поглощения в термальной плазме воздуха от частоты  
(расчеты произведены с помощью компьютерной программы [4]) 

Границы специфических частотных интервалов [6] 
Интервал 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ν(1015с–1) 0,03 –
0,057 

0,057 – 
0,296 

0,296 – 
0,386 

0,386 – 
0,746 

0,746 – 
0,986 

0,986 – 
1,71 

1,71 – 
2,098 

2,098 – 
2,64 

2,64 – 
2,997 

2,997 – 
4,49 

 
Для заданных интервалов на основе частотных 

изменений коэффициентов поглощения плазмы 
в температурном интервале T = (1000; 35 000) K 
с шагом 1000 K и при давлении 1 атм. были рассчи-
таны средние величины коэффициентов поглощения 
двумя способами. 

1. Планковское среднее, которое применяется 
в случае оптически тонкой плазмы, когда преоблада-
ет эмиссия: 

0

0

( ) ( )
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( )
P

k B d
k

B d

∞

∞

ν ν ν
=

ν ν

∫

∫
 

где k(ν) – спектральный коэффициент поглощения; 
B(ν) – планковская интенсивность равновесного из-
лучения. 
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2. Росселандово среднее, которое применяется 
в случае, когда система приближается к равновесию: 

1

1 0
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где производная функции Планка по температуре 

2 4

2 2 2
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где h – постоянная Планка; ν – частота излучения; 
c – скорость света; k – постоянная Больцмана; T – 
температура [6]. 

На рис. 2 представлены зависимости двух сред-
них величин коэффициентов поглощения плазмы 
воздуха, рассчитанных для частотного интервала 
(0,386 – 0,746)·1015 с–1 при давлении p = 105 Пa. 
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Рис. 2. Средние величины коэффициентов поглощения 

плазмы воздуха в интервале частот  
(0,386 – 0,746)·1015 с–1 [6] 

Проведя анализ целого частотного интервала, 
можно сделать вывод, что для групп с низкими вели-
чинами коэффициентов поглощения лучшие резуль-
таты дает планковское среднее, а для групп с высо-
кими величинами – росселандово среднее.  

Метод сферических гармоник  
(PN-приближение) 
Уравнение переноса энергии излучения доста-

точно сложное. Полное стационарное уравнение пе-
реноса для поглощающей и излучающей среды мож-
но записать в виде 

grad ( ),b
dI

I k I I
ds

ν
ν ν ν ν≡ Ω⋅ = −

G
 

где Ω
G

 – единичный вектор, определяющий направ-
ление излучения; kν  – коэффициент поглощения при 
частоте ν; Iν – монохроматическая интенсивность 
излучения; bI ν  – специфическая интенсивность из-
лучения абсолютно черного тела, представленная 
формулой Планка [7]: 

3

2

2 1( , ) .
1

b h
kT

hI B T
c

e
ν ν

ν
= ν =

−
 

В общем случае спектральная интенсивность из-
лучения зависит от независимых переменных 
( , , ).r ν Ω

GG  Для нахождения решения уравнения пере-
носа энергии используем метод сферических гармо-
ник (PN-приближение), который позволяет предста-
вить уравнение переноса в виде системы частных 
дифференциальных уравнений. 

P1-приближение (диффузионное приближение) 
Угловая зависимость интенсивности в P1-прибли-

жении может быть записана двумя первыми членами 
сферического гармонического разложения:  

1 2( , , ) ( , ) 3 ( , ) ,I r r rν ν Ω = φ ν + φ ν ⋅Ω
GG GG G G  (1) 

где 1φ  и 2φ  соответствуют спектральной плотности 
энергии излучения, умноженной на скорость света c  

1
4

1 4( , ) ( , , ) ( , ),U r I r d r
c cν ν

π

π
ν = Ω ν Ω = φ ν∫

GG G G  

и потоку энергии излучения  

2
4

( , ) ( , , ) 4 ( , ).W r I r d rν ν
π

ν = Ω ν Ω Ω = πφ ν∫
GG G GG G G  

Следовательно, используя данные определения, 
можем записать уравнение (1) в виде 

3( , , ) ( , ) ( , ) .
4 4
сI r U r W rν ν νν Ω = ν + ν ⋅Ω
π π

G G GG G G  

В P1-приближении многогруппового метода 
уравнение переноса можно записать [7]: 

1

div ( ) ( ) 4 ,
n

n

n n n nW r k cU r k B d
−

ν

ν
ν

+ = π ν∫
G G G  

( ) ( )1 grad 0.
3 n n nc U r k W r+ =

GG G  (2) 

Из уравнения (2) следует: 
1( ) grad ( ).

3n n
n

W r c U r
k

= −
G G G  

Проведя некоторые преобразования и учитывая 
цилиндрическую симметрию изотермической плаз-
мы, получим уравнение, зависящее только от одной 
переменной – радиального расстояния r: 

1div grad ( ) ( ) 4 ( ).
3 n n n n n

n

u r k u r k B r
k

⎛ ⎞
− + = π⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3) 

Заметим, что переменные nk  и nB  зависят от 
температуры дуги, а та в свою очередь зависит от 
радиального расстояния. 

Уравнение (3) можно свести к форме функции 
Бесселя  
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2
2 2 2 2 2

2

( ) ( )
3 ( ) 3 4 ( ).n n

n n n n
u r u r

r r k r u r k r B r
rr

∂ ∂
+ − = − π

∂∂
 

Принимая во внимание симметрию процесса, по-
ток энергии излучения (0)nW  равняется нулю в слу-
чае 0,r =  и, следовательно, div (0) 0,nW =  при этом 
граничные условия могут быть записаны в следую-
щем виде: 

0

( )
0.n

r

u r
r

=

∂
=

∂
 

При r R=  в плазму не поступает внешнее излу-
чение, и поток энергии внутри границы поля: 

( ) ( )1 .
23

n n

n r R

u r u R
rk

=

∂
= −

∂
 

Соответственно, решение данного уравнения 
с учетом граничных условий будет иметь вид 

( ) ( ) ( )
( )
1 0

0

4 3 ( )
2 3 3 3

3 4 ( ).

n
n

n n

n n

B r
u r

I k R I k R

I k r B r

π
= − ×

+

× + π

 

А поток энергии излучения определяем как 

( ) ( ) ( )0

1 0

div ( ) 4 ( ) ( )

4 3 ( )
3 .

2 3 3 3

n n n n n

n n
n

n n

W r k B r k u r

k B r
I k r

I k R I k R

= π − =

π
=

+

G

 

Для вычисления средней дивергенции целого се-
чения дуги необходимо суммировать части кругово-
го сечения цилиндра плазмы и поделить на площадь 
этого же сечения: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1

1 0

2

4 ( )2 3 .
2 3 3 3

avg nn

n
n

n n

w r divW r dr
R
B r

I k R
R I k R I k R

π
= =

π
π

=
+

∫
G

 

Суммирование по всем частотным группам дает 
так называемую величину net emission: 

( )div .R avg avg n
n

W w w= = ∑
G

 

На рис. 3 представлено сравнение величин net 
emission, рассчитанных с помощью планковского 
среднего и росселандова среднего коэффициентов 
поглощения для 4 разных радиусов цилиндрической 
плазмы. 

Анализ применения различных методов аппрок-
симации при решении уравнения переноса энергии 
излучения показал, что росселандово среднее дает 
меньшие величины net emission, чем использование 
в расчетах планковского среднего, поскольку россе-
ландово среднее не учитывает влияния пиков погло-
щения реального спектра. 
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Рис. 3. Net emission изотермической цилиндрической 

плазмы разной толщины [8] 
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Radiation Energy Transfer in Arc Plasma 

The article deals with the approximation method which is used to solve the equation of transfer radiation energy in cylindrical thermal arc 
plasma. The frequency-dependent variables of the equation of radiation transfer and net emission values are calculated by means of the multigroup 
method and average magnitudes which are determined by two different ways such as Planck and Rosseland means methods. 

Key words: electric arc, absorption coefficient, radiation transfer, Planck and Rosseland means. 




