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Рис. 5. Диаграмма развертывания системы 
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РЕШЕНИЕ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ  
С ЭКСПЕРТНЫМИ ОЦЕНКАМИ МЕТОДОМ  
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

 
Представлено решение многокритериальной динамической задачи с экспертными оценками. Экспертные оценки представляют со-

бой количественную информацию об относительной важности критериев задачи. Проводится линейная свертка критериев относи-
тельного весового вектора и решается задача оптимального управления. 
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абота посвящена поиску оптимального реше-
ния в многокритериальной динамической 
задаче с экспертными оценками. Динамиче-

ская управляемая система имеет стандартную форму 

[1–3]. Экспертные оценки определяют матрицу, каж-
дая строка которой представляет мнение эксперта, 
выраженное в числовой форме. Задано мнение лица, 
принимающего решение (ЛПР) об экспертах. Нахо-
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дится нормированный весовой вектор, который уст-
раивает всех экспертов и ЛПР. Проводится линейная 
свертка критериев относительно этого вектора. Да-
лее решается однокритериальная задача оптимально-
го управления методом динамического программи-
рования. 

Рассматривается многокритериальная динамиче-
ская задача 

  1,
Г , , , , .i i m

U J P L   (1) 

Здесь   – управляемая динамическая система 

     ;x t A x t Bu t 


   0 0 ,x t x  (2) 

где A  и B  – матрицы размера  n n  и  n q  со-

ответственно.  
В (1) U  есть множество позиционных управлений 

( ) ,u K t x  где  K t  – непрерывная матрица размера 

  ,q n  выбором которых распоряжается ЛПР. Мате-

матические и технические причины такого выбора 
управлений обоснованы в [2, 3]. В (2) представлено 

изменение фазового вектора  1, , .n
nx x x R    

Здесь  0 1,t t t  – промежуток времени функциони-

рования системы. 
Множество критериев динамической задачи 

   
1

0

1 1 ,
t

T T
i i i

t

J u D udt x t C x t    1, .i m  (3) 

Здесь iD  и iC  – положительно определенные симмет-

рические матрицы размера  q q  и  .n n  В матрице 

экспертных оценок  ij p m
P p


  каждая строка указы-

вает на мнение эксперта в виде коэффициентов важно-
сти критериев (3) в задаче (1). Диагональная матрица 

 ij p p
L l


  дает оценку экспертам от ЛПР. 

Компромиссное решение сводится к нахождению 

весового вектора  1 2, ,..., p      из соотношения 

.pe L P   (4) 

Здесь pe  – вектор-строка, состоящая из единиц. Эле-

менты весового вектора   можно нормировать так, 

что 1.i   

Решением многокритериальной задачи (1) счита-
ется то позиционное управление, которое доставляет 
возможно меньшее значение линейной свертке кри-

териев 
1

.
m

i i
i

J


  Стратегия  * ,u t x  находится как 

решение задачи (1). 
Многокритериальную динамическую задачу (1) 

можно свести к задаче оптимального управления 
с функционалом качества 

   
1

0

1 1 ,
t

T T

t

J u D udt x t C x t   (5) 

где 
1

;
m

i i
i

D D


   
1

.
m

i i
i

C C


   

Решение задачи (2), (5) подробно рассмотрено 
в [1, с. 368–369]. Используем достаточное условие 
минимума функционала (5). 

Утверждение. Оптимальное управление  ,u t x  

в задаче (2), (5) имеет вид 

   11
, ,

2
Tu t x D B K t x   (6) 

где  K t  – неизвестная симметрическая матрица 

размера   ,n n  которую найдем из матричного 

дифференциального уравнения с краевым условием 

         11
0,

2
T TK t A K t K t A K t B D B K t   


 

 1 2 .K t С   

Модельный пример. Рассматривается двухкри-
териальная динамическая задача с двумя экспертами. 
Динамическая управляемая система имеет вид 

   1 1 ;x t u t


  1 0 5;x   

     2 1 2 ;x t x t u t 


  2 0 5.x   

Здесь   2
1 2, ;x x x R     2

1 2, ;u u u R    0, 2 .t  

Заданы критерии: 

     

     

2
2 2 2 2

1 1 2 1 2

0

2
2 2 2 2

2 1 2 1 2

0

4 2 2 2 ;

2 2 4 2 .

J u u dt x x

J u u dt x x

   

   




 (7) 

Оценка критериев экспертами, а также оценка 
ЛПР относительно компетентности экспертов имеют 
вид 

1 4
;

3 5
P

 
  
 

  
1 0

.
0 2

L
 

  
 

 

Тогда из выражения (4) находим вектор согласо-
вания и нормируем его: 

 1 2, .3 3   

Сводим полученную многокритериальную задачу 
к задаче оптимального управления (2), (5). Здесь 
матрицы 

0 0
;

1 0
A

 
  
 

 
1 0

;
0 1

B
 

  
 
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2 0 2 0 2 01 2 ;3 30 1 0 4 0 3
C

     
       

     
 

1 0 1 0 1 01 2 .3 30 4 0 1 0 2
D

     
       

     
 

Целевая функция (5) примет вид 

     
2

2 2 2 2
1 2 1 2

0

2 2 2 3 2 .J u u dt x x     

Оптимальное позиционное управление согласно (6) 

   *
2

1 02, .
10 4

u t x K t x
 
 
 
 

 (8) 

Неизвестную симметрическую матрицу 

     
   

11 12

21 22

K t K t
K t

K t K t

 
  
 

 найдем из дифференциаль-

ного уравнения типа Риккати с краевым условием 

     

   

 

0 1 0 0

0 0 1 0

1 02 0;
10 4

2 0
2 .

0 3

K t K t K t

K t K t

K

   
     
   

 
  
 
 

 
  

 



 (9) 

Представленное уравнение в матричной форме 
сводится к трем обыкновенным дифференциальным 
уравнениям с краевыми условиям. Решение этой 
системы будем искать численным методом Рунге – 
Кутта 4-го или 5-го порядков точности в среде про-
граммирования Maple 14, где воспользуемся проце-
дурой rkf45. Точность приближенных вычислений 
определяется границей абсолютной погрешности 

610 .   В таблице приведено численное решение 
уравнения (9). 

 
Табличные значения функций  11 ,K t   12 ,K t   22K t  

t 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 

 11K t  –1,999999 –2,048624 –2,094140 –2,136602 –2,177650 –2,222222 –2,281879 –2,381635 –2,575757 –2,992125 –4,000000 

 12K t  –1,000000 –1,076125 –1,152737 –1,225919 –1,289398 –1,333333 –1,342281 –1,291248 –1,136363 –0,787401 0,000000 

 22K t  –0,833333 –0,982178 –1,163821 –1,386456 –1,660588 –2,000000 –2,423564 –2,959110 –3,652597 –4,593175 –6,000000 

 
На основании информации о значениях функций матрицы  tK2  можно определить аппроксимации для 

позиционного управления (8): 

  12 11 10 9 8 7
1 1

6 5 4 3 2

12 11
2

1, ( 0, 235194 2,488176 11, 465730 30,092585 49,361951 52,1161652

34,932608 13,753514 2,374712 0,221703 0,185122 0,265885 2,000000)

1 (0,153449 1,623417 7, 481112

u t x x t t t t t t

t t t t t t

x t t

       

       

   10 9 8 7 6

5 4 3 2

5 19,635281 32, 208731 34,006999 22,794751

8,968548 1,572847 0,191517 0,136865 0,364634 1,000000);

t t t t t

t t t t t

    

     

 

  12 11 10 9 8 7
2 1

6 5 4 3 2

12 11
2

1, (0,153449 1,623417 7,481115 19,635281 32, 208731 34,0069994

22,794751 8,968548 1,572847 0,191517 0,136865 0,364634 1,000000)

1 ( 0,101552 1,073608 4,9451634

u t x x t t t t t t

t t t t t t

x t t t

      

       

    10 9 8 7

6 5 4 3 2

12,974251 21, 276377 22, 458656

15,050753 5,919614 1,055170 0,221772 0, 261554 0,680453 0,833333).

t t t

t t t t t t

   

      

 

 

Найдем оптимальные значения функционалов (7): 

1 76,754145;J   2 52, 247880.J   

Представлен подход к решению многокритери-
альных задач. Проводится линейная свертка крите-
риев относительно весового компромиссного векто-
ра. Задача оптимального управления решается мето-
дом динамического программирования. Найдено 
единственное решение (6) задачи (1). 
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The Solution of Multicriteria Dynamic Problems with Expert Estimation by Dynamic Programming  

The solution of a multicriteria dynamic problem with expert estimations is presented. Expert estimations represent the quantitative information 
on relative importance of problem criteria. A linear convolution of relative weight vector criteria is performed and the problem of optimal control is 
solved. 

Key words: multicriteria dynamic problem, expert estimations, dynamic programming. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ  
ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

 
Статья посвящена исследованию полной наблюдаемости нелинейной дифференциально-алгебраической системы. Применяется ме-

тод каскадного расщепления исходных пространств на подпространства. Выводится формула для нахождения вектора состояний 
системы. Устанавливается связь между входной и выходной функциями. 

 
Ключевые слова: нелинейная система наблюдения, полная наблюдаемость, каскадное расщепление. 

 
 

ассматривается дифференциально-алгебраи-
ческая нелинейная система 

( )
( ) ( , ( )) ( ),

dx t
Bx t G t x t f t

dt
    (1) 

( ) ( ),F t Ax t  (2) 

где : ;n nB R R  : ;n sA R R  ( ) ;nx t R  ( ) ;nf t R  
( ) ,sF t R   

и нелинейная функция  

( , ( )) ,nG t x t R  [0, ]t T  

(T конечно или бесконечно). 
Вектор-функция ( )x t  называется вектором со-

стояний системы, ( )f t  и ( )F t  –  входная и выход-

ная функции соответственно. 
Систему (1), (2) будем называть полностью на-

блюдаемой (идентифицируемой по Калману), если 
по реализуемым, наблюдаемым входной и выходной 
функциям состояние системы определяется одно-
значно. 

 Выявление полной наблюдаемости или нена-
блюдаемости нелинейной системы (1), (2) будет про-
делано ниже с использованием метода каскадного 
расщепления исходных пространств на подпростран-
ства, то есть поэтапного перехода к системам, анало-
гичным исходной, но относительно элементов из все 
более «узких» подпространств (см. [1–3]). 

В ходе применения метода каскадного расщепле-
ния осуществляется переход от системы (1), (2) 
к системам, которые будем именовать системами 
первого шага, второго шага и т. д. 

Прямоугольной в общем случае матрице A  соот-
ветствуют разложения: 

;nR CoimA KerA   Im ,sR A CokerA   (3) 

где Im A  – множество значений A  в sR  (образ A ); 
CokerA  – прямое дополнение к подпространству 

Im A  в ;sR  KerA  – множество решений уравнения 

( ) 0Ax t   (ядро A ) в ;nR  CoimA  –  прямое допол-

нение к подпространству KerA  в .nR  
Через ( )P A  и ( )Q A  обозначим матрицы проек-

торов на подпространства KerA  и CokerA  соответ-
ственно, тогда ( ( ))I P A  и ( ( ))I Q A  – матрицы 

проекторов на подпространства CoimA  и Im A  соот-
ветственно. 

Разложения (3) таковы, что сужение A  отобра-
жения A  на подпространство CoimA  осуществляет 
взаимно-однозначное соответствие между подпрост-
ранствами CoimA  и Im .A  Введем полуобратную 

матрицу 1( ( )).A A I Q A    Известно, что уравнение 

(2) эквивалентно системе 

( ) ( ) 0,Q A F t   (4) 

1( ) ( ) ( )x t A F t x t   (5) 

с произвольной вектор-функцией 

1( ) ( ) ( ) .x t P A x t KerA   
Заметим, что исходная система является коррект-

ной лишь при условии дифференцируемости функ-
ции ( ).A F t  

В зависимости от свойств матрицы A  возможны 
три случая. 

I. 0,A   и второе алгебраическое уравнение 

в системе (1), (2) принимает вид ( ) 0.F t   Функция 

Р 




