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The Solution of Multicriteria Dynamic Problems with Expert Estimation by Dynamic Programming  

The solution of a multicriteria dynamic problem with expert estimations is presented. Expert estimations represent the quantitative information 
on relative importance of problem criteria. A linear convolution of relative weight vector criteria is performed and the problem of optimal control is 
solved. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПОЛНОЙ НАБЛЮДАЕМОСТИ  
ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 

 
Статья посвящена исследованию полной наблюдаемости нелинейной дифференциально-алгебраической системы. Применяется ме-

тод каскадного расщепления исходных пространств на подпространства. Выводится формула для нахождения вектора состояний 
системы. Устанавливается связь между входной и выходной функциями. 
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ассматривается дифференциально-алгебраи-
ческая нелинейная система 

( )
( ) ( , ( )) ( ),

dx t
Bx t G t x t f t

dt
    (1) 

( ) ( ),F t Ax t  (2) 

где : ;n nB R R  : ;n sA R R  ( ) ;nx t R  ( ) ;nf t R  
( ) ,sF t R   

и нелинейная функция  

( , ( )) ,nG t x t R  [0, ]t T  

(T конечно или бесконечно). 
Вектор-функция ( )x t  называется вектором со-

стояний системы, ( )f t  и ( )F t  –  входная и выход-

ная функции соответственно. 
Систему (1), (2) будем называть полностью на-

блюдаемой (идентифицируемой по Калману), если 
по реализуемым, наблюдаемым входной и выходной 
функциям состояние системы определяется одно-
значно. 

 Выявление полной наблюдаемости или нена-
блюдаемости нелинейной системы (1), (2) будет про-
делано ниже с использованием метода каскадного 
расщепления исходных пространств на подпростран-
ства, то есть поэтапного перехода к системам, анало-
гичным исходной, но относительно элементов из все 
более «узких» подпространств (см. [1–3]). 

В ходе применения метода каскадного расщепле-
ния осуществляется переход от системы (1), (2) 
к системам, которые будем именовать системами 
первого шага, второго шага и т. д. 

Прямоугольной в общем случае матрице A  соот-
ветствуют разложения: 

;nR CoimA KerA   Im ,sR A CokerA   (3) 

где Im A  – множество значений A  в sR  (образ A ); 
CokerA  – прямое дополнение к подпространству 

Im A  в ;sR  KerA  – множество решений уравнения 

( ) 0Ax t   (ядро A ) в ;nR  CoimA  –  прямое допол-

нение к подпространству KerA  в .nR  
Через ( )P A  и ( )Q A  обозначим матрицы проек-

торов на подпространства KerA  и CokerA  соответ-
ственно, тогда ( ( ))I P A  и ( ( ))I Q A  – матрицы 

проекторов на подпространства CoimA  и Im A  соот-
ветственно. 

Разложения (3) таковы, что сужение A  отобра-
жения A  на подпространство CoimA  осуществляет 
взаимно-однозначное соответствие между подпрост-
ранствами CoimA  и Im .A  Введем полуобратную 

матрицу 1( ( )).A A I Q A    Известно, что уравнение 

(2) эквивалентно системе 

( ) ( ) 0,Q A F t   (4) 

1( ) ( ) ( )x t A F t x t   (5) 

с произвольной вектор-функцией 

1( ) ( ) ( ) .x t P A x t KerA   
Заметим, что исходная система является коррект-

ной лишь при условии дифференцируемости функ-
ции ( ).A F t  

В зависимости от свойств матрицы A  возможны 
три случая. 

I. 0,A   и второе алгебраическое уравнение 

в системе (1), (2) принимает вид ( ) 0.F t   Функция 

Р 
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состояния ( )x t  находится как решение дифференци-

ального уравнения  (1) не единственным образом, 
и система (1), (2) является ненаблюдаемой. 

II. {0}KerA   – случай инъективной матрицы .A  

Функция состояния ( )x t  находится единственным 

образом по формуле (5) и имеет вид 

( ) ( ).x t A F t  (6) 

При подстановке выражения (6) в дифференци-
альное уравнение (1) получаем уравнение связи ме-
жду входной ( )f t  и выходной ( )F t  функциями: 

( )
( ) ( , ( )) ( ),

dA F t
BA F t G t A F t f t

dt


     (7) 

выполнение которого необходимо и достаточно для 
реализации процесса, описываемого системой (1), 
(2). То есть в случае инъективной матрицы A  систе-
ма является полностью наблюдаемой (идентифици-
руемой по Калману). 

III. 0A   и {0}.KerA   Подставив выражение 

для функции состояния вида (5) в (1), получаем 
уравнения 

1
1 1

( )
( ) ( , ( )) ( ),

dx t
Bx t G t x t f t

dt
     (8) 

где ( );B BP A  1 1( , ( )) ( , ( ) ( ));G t x t G t A F t x t   

( )
( ) ( ) ( ) .

dA F t
f t f t BA F t

dt


    

Заметим, данный переход реализуем лишь при 
выполнении условия 

1( ( )) ( , ( )) 0,I P A G t x t   (9) 

а исходная система (1), (2) корректна при условии 
дифференцируемости функции ( ).A F t  

От уравнения (8) переходим к системе  

1
1 1 1 1 1

( )
( ) ( , ( )) ( ),

dx t
B x t G t x t f t

dt
    (10) 

1 1 1( ) ( ).F t A x t  (11) 

С учетом  разложений (3) и переобозначений: 

1 1,B B A   где 1 ( ) :B P A B   ;KerA KerA  

1 ( ( )) :A I P A B    ;KerA CoimA  

1 1 1( , ( )) ( ) ( , ( )) ;G t x t P A G t x t KerA   

1( ) ( ) ( ) ;f t P A f t KerA   

1( ) ( ( )) ( ) .F t I P A f t CoimA    

Таким образом, в случае ненулевых подпро-
странств KerA  и CoimA  на первом шаге  примене-
ния метода каскадного расщепления от системы (1), 

(2) переходим к цепочке ограничений и условий (4), 
(5), (9) и системе первого шага (10), (11). 

Вектор-функцию 1( )x t  в системе (10), (11) будем 

называть функцией псевдосостояния редуцирован-
ной системы первого шага, а функции 1( )f t  и 1( )F t  – 

функциями псевдовхода и псевдовыхода первого 
шага соответственно. 

Для вновь полученной системы (10), (11) прове-
дем такое же исследование, как и для исходной сис-
темы. 

В силу конечномерности исходных пространств 
процесс каскадного расщепления окончательно реа-
лизуется за конечное равное p число шагов ( p n ), 

и на этом последнем шаге приходим к цепочке ус-
ловий: 

1 1( ) ( ) 0;i iQ A F t    (12) 

1 1 1( ) ( ) ( );i i i ix t A F t x t
     (13) 

ограничений (которые мы накладываем на каждом 
шаге): 

1 1 1( ( )) ( , ( )) 0,i i iI P A G t x t      1, 2, , ;i p   (14) 

и системе 

( )
( ) ( , ( )) ( ),p

p p p p p

dx t
B x t G t x t f t

dt
    (15) 

( ) ( ),p p pF t A x t  (16) 

где  1 1 1( ) ( ) ( ) ;i i i ix t P A x t KerA     

1 1( ) ( ) :i i iB P A BP A   1 1;i iKerA KerA   

1 1( ( )) ( ) :i i iA I P A BP A    1 1;i iKerA CoimA   

1 1( ) ( ) ( ) ;i i i if t P A f t KerA     

1 1 1( ) ( ( )) ( ) ;i i i iF t I P A f t CoimA      

1 1
1 1 1 1 1

( )
( ) ( ) ( ) ,i i

i i i i i

dA F t
f t f t B A F t

dt


  

        

а нелинейное слагаемое имеет вид 

1 1 1 1( , ( )) ( , ( ) ( ));i i i i i iG t x t G t A F t x t
      

1 1 1( , ( )) ( ) ( , ( )) .i i i i i iG t x t P A G t x t KerA   
 

Таким образом, доказана лемма 1. 
Лемма 1. При выполнении условий  (14)  система 

(1), (2) эквивалентна цепочке условий и уравнений 
(12), (13), (15), (16). 

Матрица pA  такова, что возможны лишь два 

случая: 
I. 0,pA   и второе алгебраическое уравнение 

в системе (15), (16) принимает вид ( ) 0.pF t   Функ-

ция псевдосостояния ( )px t  находится как решение 
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дифференциального уравнения (15) не единственным 
образом, то есть редуцированная система последнего 
шага (15), (16) является ненаблюдаемой. Следова-
тельно, и исходная система (1), (2) является нена-
блюдаемой, так как функция состояния этой систе-
мы, восстановленная по формулам (13) (при 

, 1, , 1, 0i p p   ) определяется не единственным 

образом. 
II. {0}pKerA   – случай инъективной матрицы 

.pA  Уравнение (16) эквивалентно системе:  

( ) ( ) 0,p pQ A F t   (17) 

( ) ( )p p px t A F t  (18) 

с дифференцируемой вплоть до k-го порядка функ-
цией ( ) .p p pA F t CoimA   

При выполнении условия разрешимости (17)  
функция псевдосостояния ( )px t  однозначно опреде-

ляется по формуле (18), а значит, система (15), (16) 
является полностью наблюдаемой. 

После подстановки выражения для функции 
( )px t  вида (18) в уравнение (15) получаем соотно-

шение  

( )
( ) ( ) ( , ( )),p

p p p p p

dx t
f t B x t G t x t

dt
    (19) 

которое является условием согласования между 
( )pf t  и ( )pF t  – функциями псевдовхода и псевдо-

выхода последнего шага, выполнение которого 
необходимо для реализации процесса. Справедли-
ва лемма 2. 

Лемма 2. При выполнении условий (14)  (с i p ),  

(17) и (19) система (15), (16) является полностью 
наблюдаемой тогда и только тогда, когда матрица  

pA  – инъективна (  0pKerA  ). 

В случае полной наблюдаемости редуцированной 
системы последнего шага (15), (16)  функция состоя-
ния ( )x t  исходной системы (1), (2) единственным 

образом восстанавливается по формулам (13) (при 
, 1, , 1, 0i p p   ) и имеет вид 

0

( ) ( ).
p

i i
i

x t A F t



   (20) 

С учетом переобозначений: 0 ;A A   0 ( ) ( ).F t F t  

При подстановке выражения (20) для ( )x t  в урав-

нение (1) получаем условия согласования – ряд соот-
ношений между функциями ( )if t  и ( )iF t  – псевдо-

входа и псевдовыхода всех этапов каскадного рас-
щепления: 

0

0 0

( )

( )

( ) , ( ) .

p i

j j
j

i

p i p i

i j j i j j
j j

d A F t

f t
dt

B A F t G t A F t






 
 

 

 
 
  

 
   

 



 

 

(21)

 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема. При выполнении условии (12) и (14) нели-

нейная система (1), (2) является полностью наблю-
даемой тогда и только тогда, когда матрица pA  – 

инъективна. При этом необходимо выполняются усло-
вия согласования (21), а функция состояния ( )x t  един-

ственным образом определяется по формуле (20). 
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Study of Complete Observability of Nonlinear Differential-Algebraic System 

The study of complete observability of nonlinear differential-algebraic system is considered. The method of cascading splitting the original 
space into the subspace is used. The formula for finding a state vector is derived. The relation between input and output functions is determined. 

Key words: nonlinear observing system, complete observability, cascading splitting. 

 




