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равнение вида  

          x t f x t x t x t h t     (1) 

известно в теории дифференциальных уравнений как 
уравнение Ван дер Поля [1]. Это уравнение применя-
ется при моделировании колебательных процессов, 
в которых воздействие не зависит от времени t, а за-
висит только от положения (координаты)  x x t  

[2, с. 244]. Это же уравнение служит моделью мно-
гих прикладных задач (например, возникает в теории 
захвата [3]). Периодические краевые задачи для 
уравнения (1) изучались многими авторами (см., на-
пример, [3, 4, 5]). 

В настоящей работе рассматривается  периодиче-
ская краевая задача для уравнения Ван дер Поля с от-
клоняющимся аргументом 

           ;x t f x t x t x p t h t     (2) 

       0 ; 0 ,x x x x      (3) 

где  0, ;t     1: 0,x R   – искомая функция; 
1 1:f R R  – непрерывная функция и   1: 0, .h R   

Относительно отклонения аргумента  p t  будем 

предполагать, что эта функция измерима и ограни-

чена в существенном и     0, 0, .p     Уравнение 

Ван дер Поля с отклоняющимся аргументом возни-
кает, например, при описании процессов, происхо-
дящих в электрических схемах при учете запаздыва-
ния или отклонения (см., например, [6]). 

Определим следующие функциональные банахо-
вы пространства: 

 2 2 0,L L   – пространство функций, сумми-

руемых по Лебегу с квадратом на отрезке  0, ,  

с нормой  
2

1 2
2

0

;
L

x x t dt
    

  
   2 2 0,W W   – про-

странство абсолютно непрерывных вместе с первой 
производной функций   1: 0,x R   таких, что 

2 ,x L  с нормой    
2 2

0 0 .
W L

x x x x     Сим-

волом 0
2W  обозначим подпространство пространства 

2W  такое, что 

        0
2 2 / 0 , 0 .W x W x x x x        

Под решением задачи (2), (3) будем понимать та-
кую функцию 

2
,x W  которая почти всюду на  0,  

удовлетворяет уравнению (2) и периодическим крае-
вым условиям (3). Отметим, что периодическая зада-
ча (2), (3) на пространстве 0

2W  становится эквива-

лентной только уравнению (2). 
Определим операторы 0

2 2, :L F W L  равенствами  

    
                2

;

,

Lx t x t

Fx t h t f x t x t x p t h t L



   
 

и запишем краевую задачу (2), (3) в виде оператор-
ного уравнения 

.Lx Fx  (4) 

Оператор 0
2 2:L W L  является линейным огра-

ниченным, ядро и образ которого задаются равенст-
вами 

 

   

0
2

2

0

ker / const ;

/ 0 .

L x W x

R L y L y t dt


  

     
  


 

Линейные ограниченные проекторы, соответст-
венно, на ядро и образ оператора 0

2 2:L W L  опре-

делим равенствами 

 

   

0 0
2 2

2 2

0

: , 0 ;

1
: , .

P W W Px x

Q L L Qy y t y t dt


 

  
 

 

Вместе с проектором Q  будем рассматривать до-

полнительный проектор 2 2: ,cQ L L  

 
0

1
,cQ y y t dt




   а также проекционный оператор 

 0 2: ,Q L R L  0 2, .Q y Qy y L   Отметим, что опе-

У 
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ратор  0 2:Q L R L  является сужением проектора 

Q на образ оператора L. 
Порождаемые проекторами P и Q разложения 

пространств 0
2 2,X W Y L   представим в виде 

0ker ;X L X      0 ,Y R L Y   (5) 

где  ker ;L R P  0 ker ;X P     ;R L R Q  

0 ker ,Y Q   

и определим оператор 0 2 0:cQ L Y  равенством 

0 2, .cQ y Qy y L   

Для рассматриваемого случая операторное урав-
нение (4), а следовательно, и краевая задача (2), (3) 
является резонансной, так как оператор L необратим. 
Для исследования на разрешимость операторного 
уравнения применим преобразование Ляпунова – 
Шмидта. Отметим, что это преобразование традици-
онно применяется для исследования задач на бифур-
кацию [7]. Это же преобразование оказалось основ-
ным инструментом для исследования операторного 
уравнения в резонансном случае [8, с. 55]. 

Для непрерывного оператора :F X Y  рас-
смотрим функциональную характеристику  

    sup / ,Fb r Fx x U r   

где  U r X  – замкнутый шар пространства X  

радиуса 0r   с центром в нулевом элементе .X  

Отметим, что  Fb r  характеризует степень роста 

нормы оператора F с возрастанием радиуса шара 

 .U r  В частности, для линейного оператора 

:K X Y  справедливо равенство   .Kb r K r  

Через  :PK R L X  обозначим обобщенно об-

ратный к L оператор, ассоциированный с проекто-
ром P [9, с. 40]. Для сюръективного оператора 

 0 : ,L X R L  определенного равенством 

0 , ,L x Lx x X   оператор PK  является правым об-

ратным, т. е. 0 ,PL K I  где I – тождественный опера-

тор.  
Предварительно докажем следующие утвержде-

ния о разрешимости квазилинейного операторного 
уравнения (4). 

Теорема 1. Пусть оператор :F X Y  вполне 
непрерывен, и существует непрерывный оператор 

0:T X X  такой, что выполнены условия: 

1)   ker ;T X L  

2)    F x Tx R L   для любого ;x X  

3) неравенство    1

F T Pb r b r K r
   имеет ре-

шение 0 0.r   

Тогда уравнение Lx Fx  имеет хотя бы одно 

решение в шаре  0 .U r X  

Доказательство. В силу разложения (5) для лю-
бого элемента x X  справедливо представление 

в виде ,x u z   где 0ker , .u L z X   Тогда в ре-

зультате применения преобразования Ляпунова – 
Шмидта получим систему 

 
 

0 0

0

,

0.c

L z Q F u z

Q F u z

 


 
 (6) 

Подчеркнем, что эта система является эквива-
лентной уравнению (4). 

В силу условий теоремы система (6) сводится 
к одному уравнению 

 0 0 ,L z Q F z Tz   (7) 

где .u Tz  
Из разрешимости уравнения (7) следует разре-

шимость уравнения (4). Действительно, пусть 

0 0z X  – решение уравнения (7). Положим 

0 0x z Tz   и покажем, что этот элемент является 

решением уравнения (4). Так как   ker ,T X L  то 

 0 0 0 .Lx L z Tz Lz    В силу условия 2) теоремы 

получим, что    0 0 ,F z Tz R L   и поэтому 

   0 0 0 0 0 .Q F z Tz F z Tz    Таким образом, 

 0 0 0 0 .Lx Lz Q F z Tz Fx     

С учетом условия 2) теоремы разрешимость урав-
нения (7) следует из разрешимости уравнения второго 
рода 0 ,Pz K F z  где оператор  0 : ,F X R L  опре-

делен равенством  0 .F z F z Tz   Оператор 0PK F  

обладает свойством полной непрерывности как про-
изведение линейного ограниченного оператора ,PK  

вполне непрерывного оператора F и непрерывного 
оператора  .I T  В силу условия 3) неравенство 

  
0

1

F T Pb r b r K r
   имеет положительное реше-

ние 0 .r  Это означает справедливость вложения 

    0 0 0 .PK F U r U r  Таким образом, выполнены 

условия теоремы Шаудера [10, с. 407], согласно ко-
торой уравнение 0Pz K F z  имеет хотя бы одно ре-

шение. Это означает, что уравнение (7), 
а следовательно, и уравнение (4) имеют хотя бы одно 
решение. Теорема доказана. 

Применим теорему 1 к периодической задаче 
(2), (3). Отметим, что уравнение (2), с одной сторо-
ны, является частным случаем уравнения Льенара, 
с другой – имеет свою специфику, связанную со 
слагаемым, не содержащим производной. Эта спе-
цифика позволяет определить требуемый в теоре-
ме 1 оператор T  для задачи (2), (3) непосредствен-
но из уравнения. 

Лемма 1. Оператор 0: ,T X X  удовлетворяю-

щий условиям 1) и 2) теоремы 1, для уравнения (4) 
имеет вид 

  0

0

1
,Tx h x p t dt



  
   
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и справедлива оценка 

  0 1 ,Tb r h r     

где 1 max 1, , ;
3

      
  

  0

0

1
.h h t dt




   

Доказательство. Рассмотрим уравнение 

 0 0,cQ F x u   где 0 ;x X  ker .u L  

         

   

       

   

0

0

0 0

0

1

1 1

1
.

cQ F x u h t f x t u x t u

x p t u dt

h t dt f x t u x t u dt

x p t u dt



 



       

  

    
 

 




 



 

Интеграл   
0

1
0f x u x u dt

   
   в силу крае-

вых условий (3), а   0

0

1
h t dt h



 
   по условию. 

Тогда уравнение  0 0cQ F x u   принимает вид 

   0

0

1
0;h x p t u dt



   
   0 ;x X  ker .u L  

Поэтому   0

0

1
.u h x p t dt



  
   Таким обра-

зом, непрерывный оператор 0:T X X  определен 

равенством   0

0

1
.Tx h x p t dt



  
   

Найдем оценку  .Tb r  Заметим, что для любого 

элемента   0
2x t W  справедливы неравенства: 

       0 0
2 2

1 2; ,
W W

x t x t x t x t     (8) 

где 1 max 1, , ;
3

      
  

  2 max 1, .    

    0 0

0

1 0 1

1
sup sup

,

T
x r x

b r Tx h x p t dt h

r h r



 
      




     




 

где 1 max 1, , .
3

      
  

  

Лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть для любого 1u R  выполнено 

неравенство 

  ,f u a b u   где , 0,a b   

тогда оператор F является вполне непрерывным, 
причем 

    2
1 2 2 1 1 ,Fb r b r a r h          

где 2

1 ;L
h

h 


 1 max 1, , ;
3

      
  

 

 2 max 1, .    

Доказательство. На каждом ограниченном шаре 
пространства 0

2W  вполне непрерывность оператора F 

проверяется непосредственно, используя вполне не-

прерывность вложения пространств 0
2 2 ;W L  

2 2 ,D L  где  2 2 0,D D   – пространство абсо-

лютно непрерывных функций   10 R,:x   таких, 

что 2Lx  , с нормой  
22

0
LD

xxx  . 

Теперь оценим характеристику  rbF , применяя 

неравенства (8). Так как 

  
2

1
2

2

0

2
1 2 2 1 1 ,

L
Fx Fx dt

b x a x h

    
  

        


 

то     112
2

21 hrarbrbF  ,  

где  

2
1 ;

L
h

h 


 1 max 1, , ;
3

      
  

  2 max 1, .    

Лемма доказана. 
Лемма 3. Обобщенно обратный оператор 

 : ,PK R L X  ассоциированный с проектором P, 

имеет вид  

          2

0 0

, ,
t

P

t
K y t sy s ds t s y s ds y L



    
    

и справедлива оценка 1 .
3PK


   

Доказательство. Тот факт, что оператор 

 :PK R L X  является обобщенно обратным к L 

оператором, устанавливается непосредственно про-
веркой условий:  

1) ,PL K I  где    :I R L R L  – тождествен-

ный оператор; 
2) ;c

PK L P   

3) .c
P PP K K  

Для произвольного 2y L  имеем: 

0
2 2 2 2

1
3 21

1 .
3 3P W L L L

K y y y y
   

           
 

Таким образом, 1 .
3PK


    

Лемма доказана. 
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Теорема 2. Пусть выполняются условия лемм 1 
и 2 и справедливо неравенство 

   
  

2

2 1 1 0

1

1 2 1 0 1

1
,

4 1 1

a
h

b

       


        
 (9) 

где  

2

1 ;L
h

h 


  

1

0 1 ;
3


 

    
 

  

1 max 1, , ;
3

      
  

   2 max 1, .    

Тогда периодическая задача (2), (3) имеет хотя бы 
одно решение. 

Доказательство. Найдем оценку    ,F Tb r b r  

используя леммы 1 и 2, а также оценки (8). Так как 

 
2

0 1

0

1
,

L
h h s ds h h



   
   то 

    
   

  
     

2

1 1 12

2 1 1 1 1

2

1 1 12

2 1 1 1 1

1

1 .

F Tb r b r b r h r

a r h r h

b r h

a r h h

        

        

       

       

 

Неравенство (9) обеспечивает существование по-
ложительного решения неравенства 

  
     

2

1 1 12

2 1 1 1 1 0

1

1 ,

b r h

a r h h r

      

         
 

а следовательно, и неравенства   F Tb r b r   

1
.PK r

  Теперь мы находимся в условиях теоре-

мы 1, применение которой завершает доказатель-
ство. 

Теорема доказана. 
В заключение отметим, что теорема 1 может слу-

жить источником получения достаточных признаков 
разрешимости других типов с применением иных 
теорем о неподвижных точках. 
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Periodic Solution of Pol van der Equation with Deviating Argument 

The solvability conditions (existence of solution) of Pol van der equation with deviating argument are established. 
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