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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
С НЕТРИВИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИЕЙ МЕТОДОМ ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

 
Представлена процедура и результаты численного решения плоских задач линейной теории упругости сложной геометрии методом 

граничных элементов. Показано применение указанного метода на примере решения задачи о  концентрации напряжений в заряде раке-
ты на твердом топливе. 
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етод граничных элементов является од-
ним из методов численного решения задач 
механики сплошных сред. Известно [1], 

что аналитическое решение краевых задач получает-
ся наиболее просто в тех случаях, когда: 

– рассматриваемая область R является однород-
ной, то есть свойства материала в R не изменяются 
от точки к точке; 

– геометрия границы Г области R является срав-
нительно простой; 

– граничные условия на границе Г сравнительно 
просты; 

– решаемые в области R дифференциальные 
уравнения в частных производных являются линей-
ными. Последнее условие позволяет путем суммиро-
вания некоторых решений указанных дифференци-
альных уравнений получить новые решения в облас-
ти R. 

Во многих разделах математической физики [2] 
имеются аналитические решения задач, в которых 
заданы точечные возмущения в бесконечной одно-
родной области, например, сосредоточенная сила 
в упругом теле или тепловой источник в задачах те-
плопередачи. Такие решения разных по физическому 
содержанию задач называются сингулярными реше-
ниями, так как они дают хорошие результаты во всех 
точках области R за исключением той точки, где 
действует возмущение (сила, источник): это исклю-
чение проявляется в том, что в такой точке имеет 
место математическая аномалия – сингулярность 
(искомая величина стремится к бесконечности). При 
наличии в решаемой линейной задаче нескольких 
точек возмущения искомое решение можно получить 
путем суммирования решений, в которых действует 
только одно возмущение. 

Рассмотрим (для простоты) двумерную плоскую 
область R с границей Г. В методе граничных элемен-
тов только граница Г рассматриваемой области R 
разделяется на некоторое количество элементов 
(сегментов). Численное решение задачи ищется 
с помощью предварительно полученных аналитиче-
ских решений для простых сингулярных задач таким 

образом, чтобы оно удовлетворяло приближенно 
заданным граничным условиям на каждом элементе 
контура Г. Поскольку каждое сингулярное решение 
удовлетворяет в области R дифференциальным урав-
нениям задачи, то уже нет необходимости делить 
область R на отдельные элементы. В результате сис-
тема алгебраических уравнений, подлежащая реше-
нию, оказывается значительно короче по сравнению 
с аналогичной системой, получаемой в методе ко-
нечных элементов при решении одной и той же 
краевой задачи. 

В методе конечных элементов нужно всю область 
R разбить на некоторое количество малых элементов. 
Решение ищется только в узлах сетки элементов, 
а соответствующие неизвестные в точках области, не 
совпадающих с узлами, выражаются приближенно 
через известные узловые значения. 

Часто метод граничных элементов по своим воз-
можностям превосходит метод конечных элементов 
благодаря двум его решающим преимуществам: 

– сокращение на единицу геометрической раз-
мерности задачи, что приводит к соответствующему 
снижению затрат на подготовку исходной информа-
ции, память, время и стоимость вычислений; 

– возможность исследования бесконечных об-
ластей. 

Основы метода граничных элементов  
с фиктивными нагрузками 
Ниже на примере частной задачи о полости в бес-

конечном теле кратко рассматриваются математиче-
ские основы метода граничных элементов. Позже 
будет показано, что этот метод применим также для 
краевых задач о конечных телах. 

Рассмотрим плоскую краевую задачу в напряже-
ниях для полости в бесконечном упругом теле 
(рис. 1). Полость является достаточно длинной в на-
правлении оси z, поэтому можно рассматривать слой 
единичной толщины, т. е. решаем задачу о плоской 
деформации. Границу отверстия на рис. 1 обозначим 
как Г. Локальные координаты n и s на границе на-
правлены вдоль нормали и касательной к кривой Г. 
При этом нормаль n является внешней к телу, а на-
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правление касательной s должно совпадать с направ-
лением обхода границы (на рис. 1 – против хода ча-
совой стрелки). 
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Рис. 1. Бесконечное тело с полостью 

Пусть на границе полости действуют постоянные 
нагрузки в виде давлений np  и .sp  Требуется опре-
делить перемещения и напряжения в любой точке 
рассматриваемого тела. 

Для численного решения поставленной задачи 
применим следующую процедуру: заменим кривую 
Г на ломаную линию из N прямых отрезков. Длину 
некоторого i-го граничного элемента обозначим 2 .ia  
Если a мало, то аппроксимация границы Г ломаной 
линией из N прямых отрезков будет достаточно точ-
ной. С учетом сказанного силовые граничные усло-
вия имеют следующий вид: 

, , 1,..., .i i i i
n n s sp p i Nσ = − σ = =  (1) 

Поставленную задачу можно решить численно 
с помощью расчетной модели, представленной на 
рис. 2, где линия Г′  точно совпадает с линией Г на 
рис. 1. Однако линия Г′  не является границей, она 
только обозначает положение N отрезков в беско-
нечном теле без полости, при этом на каждом отрез-
ке i вдоль линии Г′  действуют некоторые нормаль-
ные i

np  и касательные i
sp  давления. На рис. 2 для 

простоты показаны только давления j
np  и j

sp  на от-
резке j. 
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Рис. 2. Расчетная модель для решения задачи  

методом граничных элементов с фиктивными нагрузками 

Действительные напряжения на отрезке j кривой 
Г′  не равны j

np  и j
sp  (при условии, что и на других 

элементах тоже действуют нагрузки j
np  и j

sp ). По-
этому для каждого элемента кривой Г′  будем разли-
чать две различные группы напряжений. Например, 
для элемента j имеем приложенные давления j

np  

и j
sp  и действительные напряжения j

nσ  и ,j
sσ  кото-

рые созданы действием приложенных давлений j
np  

и j
sp  на всех N элементах кривой Г .′  

Действительные напряжения i
nσ  и i

sσ  в средней 
точке каждого отрезка кривой Г′  определяются сле-
дующими выражениями [3]: 

1 1

1 1

;

,

N N
i ij j ij j
s ss s sn n

j j

N N
i ij j ij j
n ns s nn n

j j

A P A P

A P A P

= =

= =

σ = +

σ = +

∑ ∑

∑ ∑
 (2) 

где 1, 2, , , , , ,ij ij ij ij
ss sn sn nni N A A A A= …  – граничные коэф-

фициенты влияния напряжений для рассматриваемой 
задачи. Например, коэффициент ij

snA  равен действи-

тельному касательному напряжению i
sσ  в центре 

отрезка i, созданному единичной нормальной на-
грузкой ,j

nP  приложенной к отрезку j (то есть 

1j
nP = ).  
Теперь подберем такие значения приложенных 

давлений j
nP  и j

sP  для 1, 2, ..., ,j N=  чтобы дейст-

вительные напряжения i
nσ  и i

sσ  в уравнениях (2) 
были равны значениям, заданным граничными усло-
виями (1). В этом случае получаем приближенное 
решение задачи, показанной рис. 1. С учетом гра-
ничных условий (1) получаем из уравнений (2) сле-
дующую систему алгебраических уравнений: 

1 1

1 1

;

,

N N
i ij j ij j
s ss s sn n

j j

N N
i ij j ij j
n ns s nn n

j j

p A P A P

p A P A P

= =

= =

= +

− = +

∑ ∑

∑ ∑
 (3) 

где 1, , .i N= …  
Система уравнений (3) представляет собой 2N 

линейных алгебраических уравнений для 2N неиз-
вестных j

nP  и .j
sP  

Отметим, что давления j
nP  и j

sP  в приведенных 
выше уравнениях являются фиктивными величина-
ми, поскольку они были введены для численного 
решения поставленной задачи и в этой задаче они не 
означают реальные (физические) напряжения. С дру-
гой стороны линейные комбинации фиктивных на-
грузок, получаемые в результате выполнения выра-
жений (2), в рассматриваемой задаче уже имеют кон-
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кретный физический смысл. На этом и основано по-
строение системы алгебраических уравнений (3). 

Решив систему (3), можно будет в дальнейшем 
определить смещения и напряжения в произвольной 
точке тела через другие линейные комбинации фик-
тивных нагрузок j

nP  и ,j
sP , 1, , .j N= …  Описанный 

выше метод граничных элементов называется мето-
дом фиктивных нагрузок.  

Внутренняя и внешняя задачи 
Известно [1], что конкретную краевую задачу тео-

рии упругости можно решить в напряжениях, пере-
мещениях или смешанным способом. В каждом из 
этих случаев получается своя система алгебраических 
уравнений метода граничных уравнений, подлежащая 
решению. Например, если на граничном элементе i 
известны напряжения ( )

0
i i
s sσ = σ  и ( )

0
,i i

n nσ = σ  то 

имеем систему уравнений (3) для определения фик-
тивных нагрузок j

nP и .j
sP  

В случае геометрических граничных условий на 
граничном элементе известны перемещения 

( )
0

i i
s sU U=  и ( )

0
.i i

n nU U=  Тогда вместо системы (3) 

получаем: 

( )

( )

0
1 1

0
1 1

,

.

N N
i ij j ij j
s ss s sn n

i j

N N
i ij j ij j
n ns s nn n

j j

U B P B P

U B P B P

= =

= =

= +

= +

∑ ∑

∑ ∑
 (4) 

В случае смешанных граничных условий, когда 
на граничном элементе i известны перемещения i

nU  

и напряжения ,i
sσ  из уравнений (3) и (4) выделяют 

соответствующие для этого элемента уравнения. По-
ступая таким же образом для всех 1, 2, , ,i N= …  по-
лучаем в этом случае следующую систему 2N алгеб-
раических уравнений с 2N неизвестными компонен-
тами фиктивных нагрузок: 

1 1

1 1

,

, 1,..., .

N N
i ij j ij j
s ss s sn n

i j

N N
i ij j ij j
n ns s nn n

j j

b C P C P

b C P C P i N

= =

= =

= +

= + =

∑ ∑

∑ ∑
 (5) 

Здесь левые части означают известные значения 
усилий или смещений на границе (в зависимости от 
того, что конкретно задано), а С – соответствующие 
коэффициенты влияния  из (3) и (4). 

Пример. Определение напряженно-деформиро-
ванного состояния и коэффициента концентрации 
напряжений в цилиндрическом скрепленном с жест-
ким корпусом заряде ракеты на твердом топливе 
(рис. 3).  

Исходные данные: наружный диаметр D = 0,5 м, 
внутренний диаметр d = 0,1 м, толщина горящего 
свода W = 0,05 м. Давление продуктов сгорания  
P = 6 МПа. Константы упругости материала заряда: 

модуль Юнга E = 60 МПа, коэффициент Пуассона 
ν = 0,3. 

На рис. 4 представлена с учетом симметрии гео-
метрии и нагрузок расчетная модель заданного заря-
да в виде правой половины его поперечного сечения 
с указанием номеров граничных элементов. 
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Рис. 3. Поперечное сечение цилиндра  

с внутренним каналом сложной геометрии 
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Рис. 4. Расчетная модель цилиндра 

Численное решение этой задачи выполняем с по-
мощью созданного нами графического интерфейса 
программы TWOFS (TWO dimensional Fictitious 
Stress) [3], построенной на основе вышерассмотрен-
ного метода граничных элементов. 

Ниже в таблице 1 приведены результаты решения 
рассматриваемой задачи. 

Положение опасной точки в заряде определяем 
с помощью первой гипотезы прочности, т. е. по ве-
личине максимального напряжения σmax. Макси-
мальное нормальное напряжение σmax = 2,762 МПа  
возникает в середине граничного элемента 17. По 
таблице 2 параметров граничных элементов  (смотри 
ниже) определяем координаты опасной точки:   
X = 0 м, Y = 0,45 м. 

Кольцевые напряжения в эквивалентном заряде 
на его гладкой внутренней поверхности в случае аб-
солютного жесткого корпуса определяются из сле-
дующего выражения [4]: 
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2

2

1 1
1( ) ,
1 1
1

a pϕ

− ν
α −

+ νσ =
− ν

α +
+ ν

 

где / ;b aα =  b – наружный радиус заряда: 
/ 2 0,25b D= = м; a – расстояние от центра до вер-

шины луча: / 2 0,2a D W= − = м, т. е. имеем 

/ 1,25.b aα = =  Тогда ( ) 1,79aϕσ = МПа. Определяем 
величину коэффициента концентрации напряжений 
в рассматриваемом заряде по первой гипотезе проч-
ности: 

действ
max
ном
max

2,762 1,54.
1,79

k
σ

= = =
σ

 

 
Таблица 1. Результаты решения задачи 

 
 

Таблица 2. Параметры граничного элемента 17 
Эл-т XC YC Длина Углы ″ ГУ US или SIGS UN или SIGN 
17 0,000000 0,450000 0,025000 0,000000 4 0,0000E+00 0,0000E+00 
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