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Положим, что ( ) 1,iR =X  то есть .i∩ε ≠ ∅X  

Поскольку ( ) 0,i =XP  а S  – разбиение, то суще-

ствует такое ,j i≠  что ( ) 1.j =XP  Тогда ( ) 1.jR =X  

Но 1,jjQ =  поэтому, ( )& 1.k ijR Q =X  
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Теорема доказана. � 
Заключение 
Моделирование экспертных систем для распо-

знавания отношений позволяет выделить инвариан-
ты для каждого класса, что обеспечивает конструк-
тивизацию в построении решающих правил по пре-
цедентам. 
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Представлено математическое моделирование течения жидкости и газа после частичного разрушения плотины с помощью систе-

мы уравнений Навье – Стокса методом конечных разностей. 
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лотины любых типов работают в сложных 
гидрологических и атмосферных условиях. 
Катастрофы на таких сооружениях приво-

дят к образованию волн большой разрушающей спо-
собности не только ниже плотины, но и в водохра-
нилище. Кроме того, в прилегающих к свободной 
поверхности жидкости слоях воздуха образуются 
зоны сжатия перед волной жидкости, которые также 
могут нанести значительные разрушения, и вихревые 
структуры за ней. За гребнем волны в жидкости об-
разуется зона обратного течения, в которую попадает 
воздух из области, прилегающей к свободной по-
верхности жидкости. В результате появляется слож-
ное течение, содержащее большое количество пузы-

рей разной величины, часто называемое буруном. 
Если глубина воды в нижнем бьефе недостаточна, то 
бурун может интенсивно размывать берега и дно 
нижнего бьефа, что приводит к смыву и уносу пло-
дородного слоя почвы. При этом в обратное течение 
попадает не только воздух, но и частицы грунта. Раз-
рушения, возникающие ниже плотины, напрямую 
зависят от условий формирования волны в нижнем 
бьефе, поэтому существует определенный интерес 
в исследовании влияния различных факторов на этот 
процесс. Проведение таких исследований может 
быть выполнено как при помощи натурного экспе-
римента, так и путем численного моделирования. 
Натурный эксперимент требует больших материаль-
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ных затрат, а результаты его не могут быть исполь-
зованы для других плотин, так как эти сооружения 
всегда уникальны. Численный же эксперимент не 
требует столь больших материальных затрат. Про-
граммное обеспечение, опробованное для расчета 
катастрофы на одной плотине, может быть использо-
вано и для другой, если будут изменены только на-
чальные и граничные условия. Таким образом, чтобы 
качественно смоделировать истечение при прорыве 
плотины в затопленный нижний бьеф, геометриче-
ские размеры водохранилища (в том числе промеры 
глубин), плотины и нижнего бьефа, необходимо про-
граммное обеспечение, позволяющее хорошо моде-
лировать течения со свободной поверхностью в ка-
налах с любой геометрией. Из вышесказанного сле-
дует, что течение в зоне прорыва плотины может 
быть только турбулентным. Попытки математиче-
ского моделирования течений со свободной поверх-
ностью предпринимались многими авторами [1–5]. 
Среди существующих на сегодняшний день про-
граммных комплексов, созданных с учетом этих ис-
следований, можно отметить пакеты «Волна» 
и «Бор». Но оба пакета пригодны только для расче-
тов распространения волн по сухому руслу без учета 
взаимного влияния фаз, тогда как на практике 
в нижнем бьефе плотин находится вода. Кроме того, 
используемые там разностные схемы имеют низкий 
порядок точности, что приводит к серьезным по-
грешностям при численном исследовании турбу-
лентных нестационарных течений, турбулентная 
вязкость моделируется с помощью одно- или двух-
параметрических моделей. В работах [6, 7] показано, 
что такое моделирование не приводит к хорошему 
соответствию между экспериментом и расчетом. 
Наиболее близкое соответствие между численным 
и натурным экспериментами для турбулентных те-
чений было получено в работах [7, 8]. Следует отме-
тить, что физическая причина образующихся при 
прорыве плотины вихрей – внутреннее трение между 
слоями жидкости независимо от числа Рейнольдса 
потока. Математическое моделирование этих про-
цессов возможно только с учетом вязких напряже-
ний. Значит, применение математических моделей, 
предложенных в [7, 8], в нашем случае правомерно. 
Тестирование программного обеспечения и матема-
тической модели может быть проведено на стан-
дартном лабораторном стенде, использующемся 
в учебном процессе. Несмотря на то, что численный 
эксперимент в работах [7, 8] был проведен только 
для сжимаемой среды, мы решили распространить 
его и на несжимаемую среду. Поэтому в данной ра-
боте предлагается модель, в основе которой лежит 
нестационарная форма системы уравнений Навье – 
Стокса в двумерной по пространству постановке. 
Кроме того, в данной модели учтено влияние про-
цессов в газовой фазе на жидкую фазу, то есть реше-
на сопряженная задача. При этом напряжения трения 
рассчитывались по закону Стокса [6]. Кроме уже 
указанных были сделаны следующие допущения: 

– пренебрегалось процессами растворения 
и диффузии воздуха в воде; 

– пренебрегалось процессами захвата газовой фа-
зы и образованием большого количества пузырей, 
а также их динамикой, что происходит при образо-
вании бурунов и наложении отраженной от препят-
ствия волны; 

– пренебрегалось физическими процессами, про-
исходящими при разрушении плотины; 

– не учитывался теплообмен со стенками лотка; 
температуру воды в верхнем и нижнем бьефах при-
нимали одинаковой и не меняли в зависимости от 
глубины водоема; 

– пренебрегалось влиянием стенок (берегов) 
и шероховатостью дна; 

– пренебрегалось влиянием сил поверхностного 
натяжения, возникающих на свободной границе 
жидкой фазы. 

Математическая постановка задачи 
Расчетная область полностью совпадает с иссле-

дуемой областью (см. рисунок). Она представляет 
собой резервуар прямоугольного сечения (верхний 
бьеф) с отверстием. В отверстии установлен затвор, 
после которого расположен лоток прямоугольного 
сечения (нижний бьеф), заполненный водой. В на-
чальный момент времени задвижка между верхним 
и нижним бьефом открывается на определенную вы-
соту hо. Высота воды в верхнем бьефе равна Hв.б, 
в нижнем – Hн.б. В момент времени t между верхним 
и нижним бьефом образуется отверстие у дна высо-
той hо, в связи с этим вода начинает поступать в ло-
ток. На свободной поверхности в лотке формируют-
ся волны. При этом резервуар равномерно пополня-
ется водой для поддержания постоянного напора. 

Данная математическая модель записывается 
в виде системы уравнений Навье – Стокса [9], кото-
рая состоит из уравнения неразрывности, уравнения 
сохранений импульса в проекциях на две оси коор-
динат, уравнения сохранения энергии и двух уравне-
ний для расчета изменения массовых концентраций 
воды и воздуха и выглядит следующим образом: 
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где ρ – плотность суммарная; p – давление; u, v – 
проекции скорости на оси x, y соответственно; τij – 
проекция на ось j касательного напряжения на пло-
щадке, перпендикулярной оси i, j∈(x, y), i∈(x, y), 

;xy
u v
y x

⎛ ⎞∂ ∂
τ = μ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 μ – динамический коэффициент 

вязкости; E – полная энергия смеси; λ – коэффициент 
теплопроводности; Т – температура смеси; 1 2,c c  – 
соответственно, концентрация воды и воздуха. Пол-
ная энергия воды и воздуха, как известно, рассчиты-
вается по разным зависимостям: из-за сжимаемости 
воздуха эта функция содержит дополнительное сла-
гаемое 

2 2
.

2 v
u vE C T+

= +  (2) 

 

Hв.б

hо

Hн.б

 
Расчетная область 

В соотношении (2) второе слагаемое для несжи-
маемой жидкости будет содержать не теплоемкость 
при постоянном объеме Сv, а просто теплоемкость. 
В случае смеси этот параметр будет рассчитываться 
как теплоемкости смеси. 

Кроме того, в замыкании системы (1) участвуют 
уравнения состояния для идеального газа и несжи-
маемой жидкости. 

, const .p RT= ρ ρ =  (3) 

Начальные условия: 1) все компоненты скорости 
равны нулю; 2) температуры воды и воздуха равны; 
3) давление воздуха постоянно, а воды подчиняется 
законам гидростатики. 

Граничные условия: 1) условие сопряжения: 
Р1 = Р2; 2) на левой границе в канал через отвер-
стие равномерно поступает вода со скоростью u1; 
температура воды равна Т1 = Т1

н; давление воды 
p1 = p1

H, проекции скорости воздуха и воды на 
стенке равны нулю: u2 = v2 = 0; температура возду-
ха и воды равна Т2 = Т2

н; 3) на внешней границе от 
поверхности воды воздух не движется: u2∞ = v2∞ = 
= 0; температура воздуха при этом равна Т2 = Т2

н, 
а давление атмосферное; 4) на нижней границе 
задаются условие прилипания и постоянство тем-
пературы Т2 = Т2

н; 5) на правой границе никаких 
условий не ставится. 

Диапазон изменения параметров: 1) Т1 = Т1
н: 

277 К…300 К; 2) u1: 1…4 м/с; 3) Р1
н: 1,0…1,1 атм. 

Запись дискретного аналога уравнения (1) произ-
водится на основе метода конечных разностей. Для 
дискретизации пространственно-временная область 
покрывается сеткой, на которой векторы потоков 
вычисляются в полуцелых узлах. 

Дискретизация уравнения на сетке производится 
с помощью трехточечного шаблона. Используется 
разнесенная сетка: параметры потока рассчитывают-
ся в узлах с целыми номерами, а векторы потоков – 
в узлах с полуцелыми номерами. Производные по 
пространству аппроксимируются с помощью цен-
тральных разностей и рассчитываются со вторым 
порядком точности относительно шагов интегриро-
вания по х и у. Производная по времени аппрокси-
мируется с первым порядком точности. 

( )

1
1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2
1 1 1

2 2
, (6)

n n
i j i j

n n n n
i j i j i j i j

n n n n
i j i j i j i j

n
i j

Q Q

t
F F G G

x y

D D D D

x y

C O x y t

−
+ + + +

− − − −
+ + − + + + + −

− − − −
+ + − + + + + −

−
+ +

−
=

Δ
− −

= − − +
Δ Δ

− −
+ + +

Δ Δ

+ + Δ + Δ + Δ

 

где i, j – индексы, которые изменяются от 1 до N1 – 1 
и от 1 до N2 – 1 (N1, N2 – количество узлов расчетной 
сетки по осям Ох и Оу соответственно); Δt – шаг по 
времени; Δx, Δy – приращения координат; 
( )tyxO Δ+Δ+Δ 22  – ошибка указанного порядка от-

носительно шагов интегрирования , , .x y tΔ Δ Δ  
Схема является маршевой по времени, поэтому 

приращения координат по пространству и времени 
выбирались так, чтобы выполнялось условие Ку-
ранта [7]. 

Алгоритм численного решения 
Исходные данные составляют граничные пара-

метры, начальные параметры и начальные условия. 
В качестве граничных параметров используются: u1 – 
скорость воды через отверстие; Т1

н, Р1
н, ρ – плот-

ность суммарная; ρ1 – плотность воды; ρ2 – плот-
ность воздуха и 1 2,c c  – соответственно, концентра-
ция воды и воздуха. Для каждой узловой точки рас-
четной области начальные параметры принимаются 
в зависимости от той среды, в которой расположена 
точка. Начальные условия для интегрирования сис-
темы уравнений (1) записываются для потоков Q, G, 
F, D1, D2 в зависимости от среды, в которой находит-
ся точка. 

На левой вертикальной границе ставится усло-
вие прилипания и постоянства температуры: 
1) 0, 1, ;j ju u= −  2) 0, 300 K,jT =  кроме точки, соот-
ветствующей отверстию при открытии задвижки. 
На нижней горизонтальной границе ставится усло-
вие прилипания и постоянства температуры: 
1) ,0 ,1;i iv v= −  2) ,0 300 K.iT =  А на верхней границе 
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ставится условие для невозмущенного потока: 

2 2, 1 , ,i N i Nv v− =  
2 2, 1 , .i N i Nu u− =  

Вначале, используя исходные данные, интегри-
руются потоки Q, G, F, D1, D2 в соответствии с (6). 
А затем по известным потокам находятся соответст-
вующие параметры в каждой расчетной точке, затем 
по известным компонентам векторов потоков нахо-
дятся параметры среды. 

Таким образом, в статье представлены математи-
ческая постановка и алгоритм расчета течения не-
сжимаемой жидкости со свободной поверхностью 
совместно с газовой фазой. 
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Mathematical Modeling of Gas and Liquid Flow after Partial Dam Destruction – Mathematical Statement of the Problem 

Mathematical modeling of gas and liquid flow using Navier-Stokes equations set and finite element method after partial dam destruction is con-
sidered. 
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