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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  
МЕТОДОМ ДЕКОМПОЗИЦИИ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ* 

 
Предложен метод разложения векторного поля динамической системы, основанный на построении оператора гомотопии. Метод 

декомпозиции векторного поля динамической системы используется в работе для построения функций Ляпунова систем управления. 
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 3-мерной теории поля известно разложение 
Гельмгольца векторного поля 
( ) 3 3;∈ ∈f x xR R  в области 3M ∈R  на без-

вихревое (потенциальное) поле и бездивергентное 
(соленоидальное) поле [1, 2]: ( ) ( ) φ= ∇ +f x x  

( ) ,+∇×A x  где ( )A x  – векторный потенциал; 

( )φ x  – скалярный потенциал. Граничные условия 
разложения Гельмгольца: векторное поле ∇ϕ  – нор-
мальное к границе M∂  области ,M  векторное поле 
∇×A  – касательное к границе .M∂  Градиент потен-
циальной функции ( ) ( ) φ grad φ∇ =x x  является наи-

лучшей аппроксимацией векторного поля ( ).f x  
Актуальность декомпозиции векторного поля для 

исследования динамических систем вида ( )=x f x  
обусловлена тем фактом, что использование скаляр-
ной потенциальной компоненты функции ( )φ x  

в качестве функции Ляпунова [3, 4] ( ) ( )φV = −x x  
позволяет оценивать устойчивость динамической 
системы, так как производная функции Ляпунова по 
времени ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )T T

V = V∇ = − ∇ϕx x f x x f x�  

в случае потенциального векторного поля ( )f x  рав-

на ( ) ( ) 2
0.V = − ∇ϕ ≤x x�   

Декомпозиция Гельмгольца может быть записана 
с использованием оператора Ходжа «*» для диффе-
ренциальных форм [2, 5]: ( ) ( ) ( )φ .d d= +∗f x x A x  
Однако при 3n >  оператор Ходжа l-формам сопос-
тавляет k-формы со значением 3,k >  и декомпози-
ция Ходжа – Гельмгольца некорректна. 

Цель настоящей работы – построение алгоритмов 
декомпозиции векторного поля гладкой динамиче-
ской системы ( ) ;n n∈ ∈f x xR R  при 3.n ≥  Для вы-
полнения цели в работе решена задача построения 
потенциальной и соленоидальной компонент вектор-
ного поля формированием оператора гомотопии для 

дифференциальной формы, соответствующей век-
торному полю ( ).f x  

1. Декомпозиция векторного поля динамиче-
ской системы. Для динамической системы 

( );=x f x  ( ); ;n n∈ ∈x f xR R  ( )0 0,=f  (1) 

сформируем векторное поле ( ) ∂= ∂X f x x  и соответ-

ствующую дифференциальную форму ( ) .d=ω f x x  
Пусть в евклидовом пространстве с координатами 

n∈x R  и метрическим тензором ( ) ( ) δij
ij ijg g= =x x  

задано векторное поле 
1

.
n

i
i i

f
x=

∂
=

∂∑v  Для соответст-

вующей l-формы 
1
ω

n

i i
i

dx
=

= ∑ω  имеем ω ,i
i

ii

f
g

=  

следовательно, 
1

n

i i
i

f dx
=

= ∑ω  [6]. 

Построим из векторного поля скалярный потен-
циал применением оператора гомотопии для формы 

( )d=ω f x x  [7, 12]:  

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

.
i

i

T
x x

i d d∂
∂

= λ λ = λ λ∫ ∫ω ω x x f xH�  (2) 

Оператор гомотопии H  удовлетворяет тождеству 
.d d= +ω ω ωH H  Первый член разложения является 

точной формой ( ) ( )
1

0

λ λ ,T
e d d d

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ω ω x f xH  сле-

довательно, является замкнутой формой: 
( )( ) 0.ed d d= =ω ωH  Если считать ( ) ( )φ =x ω xH  

скалярным потенциалом, то потенциальное вектор-

ное поле x
∂′ϕ
∂x

 является дуальным форме 

( ) φ .e xd d′= =ω ω xH  
Второй член разложения aω  является антиточной 

формой (по терминологии [7]) a e= − =ω ω ω  

( ) ,d d= − =ω ω ωH H  причем ( ) 0a d= =ω ωH H H . 

В 
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Из тождества e ad d= + = +ω ω ω ω ωH H  следует, 
что ,ad d=ω ω  так как 0.dd =ω  Поэтому антиточная 
форма aω  инвариантна по отношению к преобразо-
ванию 

2; .⇒ + Ω ∀Ω∈Λω ω H  (3) 

В случае, когда размерность евклидова простран-
ства nR  четная, можно сформировать абсолютный 
инвариант по отношению к преобразованию (3): 

( ) ( )2 2 ,
n n

a a
M M

I d d= = ∈∫ ∫ω ω R  (4) 

который является количественной характеристикой 
антиточной форме на многообразии .nM ∈R  Вели-
чина aI  не зависит от выбора точной части ,eω  по-
этому является инвариантной по отношению к ка-
либровке .eω  

В случае, когда размерность евклидова простран-
ства nR  нечетная, можно сформировать относитель-
ный инвариант по отношению к преобразованию (3): 

( ) ( )
1 1

2 2 ,
n n

a a a
M M

I d d
− −

∂ ∂

= = ∈∫ ∫ω ω ω ω R  (5) 

так как в соответствии с теоремой Стокса 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

k k

M M
k k

a a a
M M

d d d

d d d

− −

∂

−

⎡ ⎤= =⎣ ⎦

= =

∫ ∫

∫ ∫

ω ω ω ω

ω ω ω
 

получаем абсолютный инвариант в четномерном 
пространстве. 

П р и м е р  1 .  Рассмотрим уравнение осциллято-
ра 1 2 2 1; ,x x x x= = −� �  для которого построим форму 

2 1 1 2 ;a x dx x dx= = −ω ω  1 22d dx dx= ∧ω  на многообра-

зии { }22 | 1 .M x x= ∈ ≤R  Тогда значение абсолют-

ного инварианта ( ) ( )1 22 2π.a
M M

I d dx dx= = ∧ =∫ ∫ω  

Если к форме прибавить точную компоненту 
2 2
1 2

2 1 1 2 2 1 1 22
x xx dx x dx d x dx x dx⎛ ⎞+= − ⇒ + = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
ω ω  

1 1 2 2 ,x dx x dx+ +  что соответствует ДС 

1 2 1 2 1 2; ,x x x x x x= + = − +� �  то значение интеграла не 
изменится. 

Для многообразия M  границей является 

{ }22 | 1 .M x x∂ = ∈ =R  Для нахождения относитель-

ного инварианта проведем замену координат: 
1 2cosθ; sin θ,x r x r= =  причем на границе многооб-

разия 1:r =  [ ]{ },θ | 1,θ 0 2π .M r r∂ = = ∈ …  Тогда 

θ θrd d= =ω  и значение относительного инварианта 

( )
2π

1

0

θ 2π .k
a

M M

I d d−

∂ ∂

= = = = ∈∫ ∫ ∫ω ω ω R  ,  

Из тождества e ad d= + = +ω ω ω ω ωH H  следует, 
что ,e=ω ωH H  так как 0.=ωHH  Поэтому точная 
форма eω  инвариантна по отношению к калибровке 

( )0σ ; σ .d x⇒ + ∀ ∈Λω ω  
В соответствии с теоремой Гаусса – Остроград-

ского на компактном (замкнутом) односвязном мно-
гообразии nM ∈R  

( ) , ,e e M e M
M M

I dV dV∂
∂

= ∇ ⋅ = ∈∫ ∫X f n R  (6) 

где MdV  – элемент объема многообразия ;M  MdV∂  – 
элемент объема границы многообразия ;M∂  n  – 
внешний вектор нормали к границе ;M∂  eX  – век-
торное поле, соответствующее точной компоненте 

.eω  Величина eI  не зависит от выбора антиточной 
части ,aω  поэтому является инвариантной по отно-
шению к калибровке .aω  В качестве многообразия 
M  можно выбрать многообразие, границей которого 
является эквипотенциальная гиперповерхность 
( ) ( )1 1φ , , , , const.n nx x x x= =ω… …H  
П р и м е р  2 .  Для динамической системы 

1 2 1 2 1 2;x x x x x x= + = − +� �  построим форму 

( ) ( )2 1 1 1 2 2 ,a ex x dx x x dx= + + − + = +ω ω ω  причем 

( ) ( )
1 2 2

1 2

0

λ λ
2

T
e

x x
d d d d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
= = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ω ω x f xH  

1 1 2 2 ,x dx x dx= +  откуда потенциал следует выбрать 

в форме ( )
2 2
1 2

1 2φ ,
2

x xx x +
=  и 1 2

1 2

;e x x
x x
∂ ∂

= +
∂ ∂

X  

2.e∇⋅ =X  
Построим многообразие ,M  ограниченное гра-

ницей ,M∂  которая определяется эквипотенциаль-

ной поверхностью ( )
2 2
1 2

1 2φ , .
2

x x
x x C

+
= =  В соответ-

ствии с правой частью теоремы Гаусса – Остроград-
ского ( ) 22 2π 4π .e e

M M

I dV dV r C= ∇ ⋅ = = =∫ ∫X  

В соответствии с левой частью теоремы Гаусса – 
Остроградского , .e e M

M

I dV∂
∂

= ∫ f n  Границей является 

окружность 2 2
1 2 2 .x x C+ =  Проведем замену коорди-

нат: 1 2cosθ; sinθ,x r x r= =  причем 2 .r C=  Тогда 

( )cosθ sinθ ;e r r=f  θ;MdV rd∂ =  ( )cosθ sin θ ,=n  
откуда 

( ) ( )
2π

0

cosθ sinθ , cosθ sinθ θ 4π .eI r r rd C= =∫  ,  

2. Декомпозиция векторного поля динамической 
системы ( ) .⋅x = A x x  В [13] показано, что гладкая 

динамическая система ( );=x f x  ( ) =f 0 0  может быть 
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представлена в форме ( ) .⋅x = A x x  В свою очередь, 

правая часть выражения ( ) ⋅A x x  может быть деком-

позирована в форме [8] ( ) ( ) ( )( ) ,⋅ = ⋅A x x J x + R x x  

где ( ) ( ) ( )( )0,5 T= ⋅ −J x A x A x  – кососимметриче-

ская компонента матрицы ( );A x  ( ) =R x  

( ) ( )( )0,5 T= ⋅ +A x A x  – симметрическая компонента 

матрицы. 
Для векторных полей ( ) ∂⋅ ∂J x x x  и ( ) ∂⋅ ∂R x x x  

построим соответствующие дифференциальные 
формы в дуальном базисе: ( )( )d=Jω J x x x  

и ( )( ) .d=Rω R x x x  

Пусть ( ) ;=A x A  применим оператор гомотопии 
для формы :Jω  

( )( ) ( )( )

( )( )
1 1

0 0

 0.T

d

i d d d

= =

= λ λ = λ λ =∫ ∫

Jω x Jx x

J x x x J x

H� H�

X

 

Применив оператор гомотопии для формы ,Rω  
получим скалярную потенциальную функцию ( )φ :x  

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
1 1

0 0

φ

1 .
2

T T

d

i d d d

= = =

= λ λ = λ λ =∫ ∫

Rx ω x Rx x

R x x x R x x Rx

H� H�

X

 

Так как ( )( ) 0,=Jω xH�  то ( )( ) =Aω xH�  

( )( ) ( )φ .= =Rω x xH�  Следовательно, потенциальное 
векторное поле системы 

( )( ) ( ) .g
∂ ∂ϕ= = =∂ ∂

Rω x xf Rxx x
H�

 Тангенциальное 

векторное поле системы ( )tf x  можно представить 

в форме ( ) ( ) .t g= ⋅ − =f x A x f x Jx  
Применим оператор внешнего дифференцирова-

ния (exterior differentiation) для формы :Rω  

( )( ) 0,d d d= =Rω Rx x  и для формы :Jω  

( )( )
1 1

.
n n

ij i j
i j

d d d J dx x d
= =

= = ∧ =∑∑J Aω Jx x ω  Компо-

нентам разложения e ad d= + = +ω ω ω ω ωH H  можно 
сопоставить ( ) ( ) ;

e
d= =A Rω ω Rx x  ( )a

= =A Jω ω  

( ) .d= Jx x  
3. Исследование устойчивости линейных ста-

ционарных систем. Для исследования устойчивости 
линейных стационарных систем вида 

; , ;n n n
i i i

i
u ×= ⋅ + ∈ ∈∑x A x B x B AR R  (7) 

с обратной связью в форме ⋅u = K x  обычно выбира-
ется в качестве функции Ляпунова такая функция 
( )V x  [10] ( ) ,0; 0; 0;T

ii ij i jV p p ≠= ⋅ ⋅ > > =x x P x  

( )0 0,V =  для которой матрица K  обеспечивает вы-
полнение условий для производной по времени 
( ) :V x�  0V <�  при 0≠x  и 0V =�  при 0.=x  Однако 

выполнение условия 0V <�  при 0≠x  ограничивает 
использование функций Ляпунова для исследования 
устойчивости диссипативных систем, поэтому в на-
стоящее время известны способы исследования ус-
тойчивости построением функций Ляпунова, для 
которых выполняется слабое условие 0V ≤�  при 

0≠x  [3, 4, 11]. 
Рассмотрим метод построения функции Ляпунова 

в форме ( ) ( )φ ,V = −x x  где потенциал ( )φ x  опреде-
ляется применением оператора гомотопии 
( ) ( )( )φ = Rx ω xH�  к симметрической компоненте 

дифференциальной формы ( ) ,d=Rω Rx x  

( )1
2

T= +R A A  соответствующей динамической 

системы ( ) 1 0,
2

TV = − ⋅ ⋅ >x x R x  для которой произ-

водная по времени равна 

( ) ( ) ( )2, ,TT T
i i

i

V V u⎛ ⎞= ∇ = − + − ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑x x x R R J x Rx B� �  

так как ( ) ( )( )grad ,V V∇ = = − ⋅x x R x  

и ( ) .i i
i

u= + ⋅ +∑x R J x B�  Однако при 0; 0= ≠u x  

условие, предъявляемое к функции Ляпунова 
( ) 0,V <x�  может не выполняться. 

Для обеспечения выполнения условия ( ) 0V <x�  

при 0≠x  выберем диссипативное управление 

в форме [11] ( ) ( )( ) ( )α , α ,T
i i iu V= − ∇ = −x B x B Rx  

где коэффициент ( ) ( ); 0.α ∈ α >x xR  

Определим требование, налагаемое на ( ) ,α x  

требуемое для обеспечения условия ( ) 0V <x�  при 

0.≠x  Предположим, что при 0≠x  

( )2
0T

i
i

≠∑ B Rx  и {dim  , , ,T T
i ispan B R B RA …  

}1; 1,..., ,T n
i i m n− = =B RA  т. е. 

( ) ( )

( ) ( )

22

22

α ,

α 0.

T
i

i

T T
i

i

V = − + − =

= − + − <

∑

∑

x x R RJ x Rx B

x R RJ x B Rx

�

 
(8)

 

Неравенство (8) – условие Ляпунова для обеспе-
чения устойчивости системы (7) – выполняется вы-
бором такого значения 0,α >  что 
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( )
( )
( )

2

2 ; 0,
T

T
i

i

+
α > − ∀ ≠

∑
x R RJ x

x x
B Rx

 (9) 

при котором выполняется условие ( ) 0V <x�  при 

0≠x  и ( ) 0V =x�  при 0.=x  
П р и м е р  5 .  Рассмотрим систему (7) 

с 
1 2 4
4 1 6 ,
2 4 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

A  ( )1 1 1 T= − − −x  

и ( )0 0 1 ,TB =  для которой получим: 

1 1 1 0 3 3
1 1 1 ; 3 0 5 ;

1 1 1 3 3 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R J  

{ }2dim  , , 3T T Tspan =B R B RA B RA ; ( )2
9T =B Rx . 

При 0u =  значение ( ) :V x�  

( ) ( )2 5 0,TV = − + = >x x R RJ x�  то есть условие Ля-

пунова для ( )V x�  не выполняется. Но при формиро-

вании диссипативного управления α ,u V= − ∇B  

и выборе ( )
( )
( )

2

2

5
9

T

T
i

i

+
α > − =

∑
x R RJ x

x
B Rx

 получим: 

( ) ( ) ( )22 0.T T
i

i

V = − + −α <∑x x R RJ x B Rx�  При 

( )0 0 0 T=x  0;=x  ( ) 0.V =x�  � 

Заключение 
В настоящей работе рассмотрен метод декомпо-

зиции векторного поля динамической системы на 

основе построения оператора гомотопии. Построены 
инварианты для компонент декомпозиции векторно-
го поля. Метод декомпозиции векторного поля ди-
намической системы может быть использован для 
построения функций Ляпунова систем с диссипатив-
ным управлением. 
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Investigation of Control System Stability by Vector Field Decomposition 

A method of decomposing the vector field of a dynamical system based on the homotopy operator development is proposed in this paper. The 
decomposition of the vector field of multi-parameter dynamical system is considered. The invariants are constructed for components of vector field 
decomposition. The method of decomposition of the dynamical system vector field is applied to develop Lyapunov functions for control systems. 
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