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РЕКОНСТРУКЦИЯ ГРАНИЧНЫХ РЕЖИМОВ  
В МОДЕЛИ РЕАКЦИИ – КОНВЕКЦИИ – ДИФФУЗИИ* 

 
Рассматривается задача реконструкции граничных режимов в модели реакции – конвекции – диффузии. Для решения задачи предла-

гается воспользоваться модификациями методов Ландвебера, Ньютона – Канторовича и Левенберга – Марквардта. Проведены вычис-
лительные эксперименты по восстановлению граничных режимов различной степени гладкости. Представлены результаты численного 
моделирования. 
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ассматривается задача реконструкции гра-
ничных режимов в модели реакции – конвек-
ции – диффузии [1, 2]. Данная задача отно-

сится к классу обратных граничных задач [2–4] 
и является некорректной [2–6]. 

Рассматриваемые модели реакции – конвекции – 
диффузии часто используются при исследовании 
различных гидродинамических процессов [1, 2], 
в частности, при описании процессов распростране-
ния примесей в атмосфере и водоемах, при модели-
ровании загрязнения грунтовых вод [2, 7], при опи-
сании диффузии электрически заряженных примесей 
в твердом теле (такие процессы играют важную роль 
в микроэлектронике [2]). 

Постановка задачи 
В некоторой области рассматривается устано-

вившееся распределение температуры (концентра-
ции) в неоднородной среде, находящейся под воз-
действием некоторых внешних факторов. 

Математическая модель распределения темпера-
туры (концентрации) описывается следующей крае-
вой задачей: 

( )div ( , ) ,k T u T qT∇ = ∇ +
G  ,x∈Ω  

,T v=  0 ;x∈Γ  ,T f=  1,x∈Γ  

,Tk w
n

∂
=

∂
 2 ,x∈Γ  

где 2 ;RΩ ⊂  0 1 2 ;Γ Γ Γ = ∂Ω∪ ∪  0 1 ;Γ Γ = ∅∩  

0 2 ;Γ Γ = ∅∩  1 2 ;Γ Γ = ∅∩  0mes  0;Γ >  1mes  0;Γ >  
k  – коэффициент теплопроводности (диффузии); 
T  – температура (концентрация); uG  – скорость дви-
жения среды; q  – скорость реакции. 

Свяжем с краевой задачей оператор 

1

: ,vT
A v k

n Γ

∂
→

∂
 

где vT  решение краевой задачи, соответствующее 
граничному режиму T v=  на 0 .Γ  

На границе 0Γ  граничный режим T v=  неизвес-
тен, а на границе 1Γ  проводятся дополнительные 

измерения .Tk
n

∂
= ϕ

∂
 Обратная задача состоит в вос-

становлении неизвестного режима T v=  на границе 

0Γ  по данным ,T f=  Tk
n

∂
= ϕ

∂
 на границе 1Γ  и 

данным Tk w
n

∂
=

∂
 на границе 2Γ . 

Обратная задача сводится к решению оператор-
ного уравнения 

( ) .A v = ϕ  

Методы решения задачи 
Обратная граничная задача является вообще го-

воря некорректной [3–6]. Для ее решения предлага-
ется воспользоваться модификациями методов Ланд-
вебера [3, 7], Ньютона – Канторовича [7] и Левен-
берга – Марквардта [7]. 

Модифицируем метод Ландвебера введением ве-
сового коэффициента 0kα >  и регуляризующей до-
бавки ,k kvβ  0.kβ >  Тогда итерационный процесс ме-
тода будет осуществляться по следующей формуле: 

( )1 ( ) ( ) ,k k k k k k kv v A v A v v∗
+ ′= −α −ϕ −β  0,  1,  2, ...,k =  

Р 
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где ( )kA v′  – производная Фреше оператора A  
в точке ;kv  ( )kA v ∗′  – сопряженный оператор к опе-
ратору ( ).kA v′  Оператор ( )kA v′  действует следую-
щим образом: 

1

( ) : ,k
TA v h k
n Γ

∂′ →
∂

 

где T  – решение вспомогательной краевой задачи 

( )div ( , ) ,k T u T qT∇ = ∇ +
G  ,x∈Ω  

,T h=  0 ,x∈Γ  

0,T =  1;x∈Γ  0,Tk
n

∂
=

∂
 2 .x∈Γ  

Оператор ( )kA v ∗′  действует следующим образом: 

0

( ) : ,kA v k
n

∗

Γ

∂ω′ ψ →
∂

 

где ω  – решение вспомогательной краевой задачи 

( )div ( , ) ,k u q∇ω = − ∇ω + ω
G  ,x∈Ω  

,ω = ψ  1,x∈Γ  

0,ω =  0 ;x∈Γ  0,k
n

∂ω
=

∂
 2 .x∈Γ  

Модифицируем метод Ньютона – Канторовича 
введением весового коэффициента 0kβ >  и регуля-

ризацией оператора [ ] 1( ) .kA v −′  Тогда итерационный 
процесс метода будет осуществляться по следующей 
формуле: 

[ ] ( )1
1 ( ) ( ) ,k k k k kv v A v A v−
+ α

′= −β −ϕ  0,  1,  2, ...,k =  

где 0kα >  – параметр регуляризации, оператор 

[ ] 1( )kA v −

α
′  действует следующим образом: 

[ ]
0

1
( )( ) : ,kA v T−
αα Γ

′ ψ →  

где ( )T α  – решение вспомогательной краевой задачи 

( )
2

( )
( ) ( ) ( )

1 2

div ( , ) ,
T

k T u T qT
x x

α
α α α

∂
∇ = ∇ + +α

∂ ∂
G  ,x∈Ω  

( ) 0,T α =  1;x∈Γ  ( ) 0,
T

k
n
α∂
=

∂
 2 ,x∈Γ  

( ) ,
T

k
n
α∂
= ψ

∂
 1.x∈Γ  

Модифицируем метод Левенберга – Марквардта 
введением весового коэффициента 0.kβ >  Тогда 
итерационный процесс метода будет осуществляться 
по формуле 

( )1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ,k k k k k k k kv v A v A v E A v A v
−∗ ∗

+ ′ ′ ′⎡ ⎤= −β + α −ϕ⎣ ⎦  

0,  1,  2, ...,k =  

где 0kα >  – параметр регуляризации метода. 
Параметры регуляризации kα  и kβ  выбираются 

на каждом шаге итерации так, чтобы минимизиро-
вать норму невязки 1( ) .kA v + − ϕ  

Численное моделирование 
Были проведены вычислительные эксперименты 

по восстановлению граничных режимов в рассмат-
риваемой обратной задаче модифицированными ме-
тодами Ландвебера, Ньютона – Канторовича и Ле-
венберга – Марквардта. 

В расчетах фиксировались параметры:  
( ) ( )0;1 0;1 ,Ω = ×  ( ){ }0 1 1, 0 : 0 1 ,x xΓ = ≤ ≤  

( ){ }1 1 1, 1 : 0 1 ,x xΓ = ≤ ≤
 

( ) ( ){ }2 2 2 20, 1, : 0 1 ,x x xΓ = ≤ ≤∪  1,k =  0, 1,q =  

0,f =  0,w =  0 0,v =  

( )(
( ))

1 1 1 2 2

2 2 2 1 1

(1 )sin(2 ) 1 2 2 cos(2 ) ,

(1 )sin(2 ) 1 2 2 cos(2 ) .

u x x x x x

x x x x x

= − π − − π π

− − π − − π π

G
 

В качестве модельных примеров были рассмот-
рены примеры со следующими тремя граничными 
режимами. 

Пример 1: гладкий режим 

1 1 1( ) cos(2 ),v x x= π  1 [0;1].x ∈  

Пример 2: непрерывный кусочно-гладкий режим 

2 1 1( ) cos( ) ,v x x= π  1 [0;1].x ∈  

Пример 3: разрывный режим 

1

1 1
3 1

1 1

1

0,5,   [0;0,1),
0, 4,   [0,1;0,5),

( )
0,9 ,   [0,5;0,9)],
0,   (0,9;1].

x
x x

v x
x x

x

∈⎧
⎪ + ∈⎪= ⎨ − ∈⎪
⎪ ∈⎩

 

На рис. 1–9 приведены результаты расчетов мо-
дифицированными методами Ландвебера, Ньютона – 
Канторовича и Левенберга – Марквардта. 

На рисунках на графиках слева представлены ре-
зультаты восстановления (штрихпунктирная линия – 
промежуточная итерация (номер справа от графика), 
пунктирная линия – конечная итерация (номер спра-
ва от графика) и сплошная линия – точное решение, 
вертикальная ось – ось ,vΟ  горизонтальная ось – ось 

1xΟ ); на графиках в центре показаны изменения 
нормы невязки (вертикальная ось – значение невяз-
ки, горизонтальная ось – номер итерации); на графи-
ках справа отражены зависимости относительной 
погрешности ( ) kk v v vε = −  (вертикальная ось – 
значение относительной погрешности, горизонталь-
ная ось – номер итерации). 
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Рис. 1. Пример 1: метод Ландвебера 

 
Рис. 2. Пример 2: метод Ландвебера 

 
Рис. 3. Пример 3: метод Ландвебера 

 
Рис. 4. Пример 1: метод Ньютона – Канторовича 

 
Рис. 5. Пример 2: метод Ньютона – Канторовича 

 
Рис. 6. Пример 3: метод Ньютона – Канторовича 
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Рис. 7. Пример 1: метод Левенберга – Марквардта 

 
Рис. 8. Пример 2: метод Левенберга – Марквардта 

 
Рис. 9. Пример 3: метод Левенберга – Марквардта 

Заключение 
Приведена математическая постановка обратной 

граничной задачи для модели реакции – конвекции – 
диффузии. Для решения задачи предложены моди-
фикации регуляризованных методов Ландвебера, 
Ньютона – Канторовича и Левенберга – Марквардта. 
Проведено численное моделирование. 

Полученные результаты показывают, что гладкие 
режимы восстанавливаются предложенными моди-
фицированными методами с хорошей точностью. 
Непрерывные кусочно-гладкие и разрывные режимы 
точнее восстанавливаются модифицированными  
методами Ньютона – Канторовича и Левенберга – 
Марквардта. По количеству итераций, требуемых на 
восстановление граничного режима, модифициро-
ванный метод Ньютона – Канторовича показал луч-
шие результаты. 
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Reconstruction of Boundary Regimes in the Model of Reaction – Conveсtion – Diffusion 

The problem of reconstruction of the boundary regimes in the model of reaction – convection – diffusion is considered. Modified methods of 
Landweber, Newton-Kantorovich and Levenberg-Marquardt are proposed to solve this problem. Numerical experiments on reconstruction of 
boundary regimes for various degrees of smoothness are carried out. The results of numerical modeling are presented. 
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