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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ СТАЦИОНАРНОЙ 
НЕОДНОРОДНОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

 
Рассматривается задача управления линейной стационарной неоднородной динамической системой при наличии контрольных точек 

и условий на управление. Строятся быстро убывающие при t → ∞  функции состояния и управления. 
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ассматривается полностью управляемая ди-
намическая система 

( ) ( ) ( ) ( ),x t Ax t Bu t f t= + +&  (1) 

где ( ) nx t R∈  – состояние системы; ( ) su t R∈  – 
управление или управляющее воздействие; A и B – 
постоянные матрицы соответствующих размеров, 

[0, );t ∈ +∞  ( )f t  – достаточно гладкая на [0, )+∞  
вектор-функция, принадлежащая .nR  

Пусть для состояния ( )x t  и управления ( )u t  за-
даны условия: 

00( ) ,k kx t a=  0, 1,k m= +  ,m N∈  0 0,t =  1 ,mt T+ =  (2) 

| ,
k

j
j t t kD u = = α  0, ,kj r=  0, 1k m= +  (3) 

(в случае отсутствия условий (3) можно считать 
1;kr = −  jD  – производная по t порядка j). 

Интерес к этой задаче связан с тем, что она воз-
никает во многих приложениях, например при нахо-
ждении гладкого управления динамической систе-
мой с условием прохождения «траектории» ( )x t  че-
рез контрольные точки 00( , )k kt a  при контроле за 
управлением в моменты .kt  

В работе [1] для системы (1) с ( ) 0f t ≡  и усло-
виями (2), (3) построены функции состояния ( )x t  
и управления ( )u t  в виде многочленов по степеням t 
с векторными коэффициентами. Однако полиноми-
альное состояние ( )x t  имеет «дефектное» свойство 
[2]: если в конечной точке не осуществилось пере-
ключение режимов, то полиномиальная функция 
стремится к бесконечности при .t → +∞  

В работе [3] доказано, что если часть ( )Qf t  (Q – 
проектор на CokerB ) вектор-функции ( )f t  является 
многочленом по степеням te−  порядка h, то сущест-
вует управление ( )u t  системы (1), удовлетворяющее 
условиям (3), при применении которого состояние 

( )x t  удовлетворяет условиям (2) и является быстро 
убывающей при t → +∞  функцией вида 

1

( ) .
h

tx t e−ξ
ξ

ξ=

= γ∑  

В настоящей работе приводится другой способ 
построения управления ( )u t  системы (1), удовлетво-
ряющего условиям (3), под воздействием которого 
состояние ( )x t  удовлетворяет условиям (2) и также 
стремится к нулю при t → +∞  со скоростью убыва-
ния экспоненциальной функции, т. е. || ( ) || ,tx t ce−≤  

0[ , ),t t∈ +∞  c – некоторая постоянная. 
Для этого применяется метод каскадной деком-

позиции исходной системы, разработанной в рабо-
те [4]. 

Построение функций ( )x t  и ( )u t  
Условия (3) с помощью (2) и (1) переводятся на 

условия для ( )x t  в точках :kt  

0| ,
k

j
j t kD x x=  1, 1,kj r= +  0, 1.k m= +  (4) 

Вводятся обозначения: 0 ,A A=  0 ,B B=  0 ,Q Q=  

0 ,P P=  0 ( ) ( ),x t x t=  0 ( ) ( ),f t f t=  1 1 1,i i i iA Q A Q− − −=  

1 1 1( ),i i i iB Q A I Q− − −= −  1
1( ) ( ),i i

ix t Q x t−
−=  ( )iy t =  

1
1( ) ( ),i

iI Q x t−
−= −  1 1( ) ( );i i if t Q f t− −=  iB−  – полуобрат-

ная матрица к матрице ;iB  ,iP  iQ  – проекторы на 
Ker iB  и Coker iB  соответственно, отвечающие раз-
ложениям в прямые суммы: 

1Im Coim Ker ,i i iB B B− = +&  

1Coker Im Coker ,i i iB B B− = +&  

1, 2,...i =  (верхний символ i в ( )ix t  и ( )iy t  означает 
номер (не показатель степени)); I – здесь и далее 
единичный оператор в соответствующем подпро-
странстве. Отображения и соответствующие им мат-
рицы будем обозначать одинаково. 

Имеют место следующие утверждения. 
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Лемма 1 (см. [1], [3]). Полностью управляемая 
система (1) с условиями (2), (3) эквивалентна сис-
теме 

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ), 1,

i i i i
i i i i i i

i i i

p p p
p p p

u t B x t B Ax t B f t Pu t
x t x t y t
y t B x t B A x t B f t P y t

x t x t y t

x A x t B y t f t i p

− − −

− − −

−

⎧ = − − +
⎪

= +⎪
⎪ = − − +⎨
⎪ = +⎪
⎪ = + + =⎩

&

&

&

 (5) 

с условиями 

| ,
k

i i j
j t kD x a=  0, 1,k m= +  0, 1,kj r i= + +  (6) 

где ( )i
iP y t  – произвольные вектор-функции из 

Ker ,iB  удовлетворяющие условиям 

1
1| ( ) ,

k

i i j
j i t i i kD P y P I Q a −

−= −  0, 1,k m= +  0, ,kj r i= + (7) 

1
1 ,i j i j

k i ka Q a −
−=  0, ,kj r i= +  

1 1
1( ) | ,k k k

k k

i r i i r i i r i
k i k i i k r i i ta A a B I Q a D f+ + + − +

− += + − +  

0, 1,k m= +  min ,p q=  а q таково, что 
2rank( ... ) .qB AB A B A B n=  

Лемма 2. В пространстве lR  существует век-
тор-функция 

0

( ) ,
( )

tb
F t e

t

τ
ξ −ω

β+ξ
ξ=

=
+ Δ∑  

1

0

1 ,
m

k
k

m
+

=

τ = + + τ∑  ,lb Rξ ∈  (8) 

удовлетворяющая условиям 

| ,
k

j
j t kD F c=  0, 1,k m= +  0, kj = τ  

для любых j
kc  из ,lR  где 0,Δ >  ,Zβ ∈  0,β >  0ω >  – 

некоторые постоянные. 
Для построения ( )x t  в виде быстро убывающей 

при t → +∞  функции достаточно, чтобы каждая 
часть ( ),if t  1,i p=  вектор-функции ( )f t  и ее произ-
водные до ( 1)-гоi −  порядка были быстро убываю-
щими. Предполагаем, что 

( ) ( ),t
j iD f t O e−ω=  0, 1,j i= −  1, .i p=  (9) 

Далее следует построить ( )px t  в виде вектор-
функции (8), удовлетворяющей условиям (6) при 

.i p=  Она существует в силу леммы 2. Затем по-
строить функцию ( ),i

iP y t  удовлетворяющую усло-
виям (7) при .i p=  Из третьего соотношения систе-
мы (5) при i p=  находится функция ( )py t  и из чет-
вертого соотношения этой системы при i p=  
определяется 1 ( ).px t−  

Эта процедура повторяется с 1, 2,...i p p= − −  
Наконец, из второго соотношения системы (5) нахо-
дится ( ),x t  и из первого соотношения этой системы 
определяется ( ).u t  Нетрудно видеть, что при выпол-
нении условия (9) полученное состояние ( )x t  явля-
ется быстро убывающей функцией вида 

1

0

( ) ( ),
( )

r p
t tx t e O e

t

+ −
ξ −ω −ω

β+ξ
ξ=

γ
= +

+ Δ∑  .nRξγ ∈  

Теорема 1. При выполнении условия (9) сущест-
вует управление ( )u t  системы (1) со свойствами (3), 
под воздействием которого состояние ( )x t  удовле-
творяет условиям (2) и является быстро убываю-
щей при t → +∞  функцией вида 

1

0

( ) ( ),
( )

r p
t tx t e O e

t

+ −
ξ −ω −ω

β+ξ
ξ=

γ
= +

+ Δ∑  .nRξγ ∈  

Число 0β >  введено для увеличения скорости 
убывания ( )x t  при ,t → +∞  а 0Δ >  для того, чтобы 

( )x t  не было очень большим при t достаточно малом. 
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A Method for Constructing Solution of the Linear Stationary Nonuniform Control System 

The problem of controlling linear stationary nonuniform dynamic system with check points and conditions for control is considered. Functions 
of state and control that rapidly decrease at t → ∞  are constracted. 
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