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Рассмотрен метод управляемого лагранжиана, основанный на формировании потенциальной компоненты лагранжиана для форми-

рования требуемой динамики управляемой системы. Отличительной особенностью работы является учет векторного потенциала при 
формировании функции Лагранжа.  
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овременные системы управления динамиче-
скими объектами содержат контур обратной 
связи: оценивание вектора состояния систе-

мы по информации чувствительных элементов, срав-
нение его компонент с требуемыми значениями, 
формирование управляющих корректирующих воз-
действий на исполнительные органы для реализации 
требуемых изменений при условии обеспечения ус-
тойчивости динамических процессов замкнутой сис-
темы [1]. 

При изменении параметров управляемого дина-
мического объекта (моментов инерции твердого 
тела, взаимодействия объекта с гравитационным, 
электромагнитным и другими физическими полями,  
кинетических моментов роторов маховиков и гиро-
скопических устройств и др.) изменяются компо-
ненты векторного и скалярного потенциалов, вхо-
дящих в выражение для функций Лагранжа и Га-
мильтона. 

Подход управляемого лагранжиана [2, 3, 4] осно-
ван на изменении кинетической и потенциальной 
компонент для формирования требуемого лагран-
жиана, определяющего динамику управляемой сис-
темы с обратной связью при заданных характеристи-
ках устойчивости. В работе [2] показано, что метод 
использования функций Лагранжа и метод использо-
вания функций Гамильтона являются эквивалентны-
ми при описании управляемой динамической систе-
мы. Использование метода функций Гамильтона для 
решения дифференциальных уравнений, описываю-
щих поведение систем управления динамическими 
объектами, должно сохранять структуру уравнений 
Гамильтона при формировании управляющих воз-
действий [3, 4, 5, 6]. 

Отличительной особенностью настоящей работы 
является учет не только скалярного, но и векторного 
потенциала при формировании функций Лагранжа 
и Гамильтона системы. Для исследования диссипа-
тивных характеристик динамических систем в работе 
применяется метод декомпозиции структурной мат-
рицы уравнений Гамильтона на симметричную 
и кососимметричную матрицы [7, 8]. 

Обобщенная структурная матрица уравнений 
Гамильтона 
Линеаризация уравнений Лагранжа относительно 

положения равновесия приводит к дифференциаль-
ным уравнениям [9, гл. 6] 

( ) ,+ + + +Aq Bq Gq Cq Rq = N q,q&& & & &  

где ( )1 2
n

nq q q= ∈q L R  – вектор обобщенных 

координат; ( )1 2
n

nq q q= ∈q& & & &L R  – вектор 

обобщенных скоростей; ,T n n×= ∈A A R  
,T n n×= ∈B B R  T n nС ×= ∈C R  – симметричные мат-

рицы; ,T n n×= − ∈G G R  T n n×= − ∈R R R  – кососим-
метричные матрицы; ( ) n n×∈N q,q& R  – нелинейная 
часть, содержащая q,q&  со степенью выше первой. В 
[10] показано, что существует такая матрица ,Λ  для 
которой выполняется соотношение 

( )0 1diag ;T T
nc c= = =Λ MΛ I,Λ CΛ C K  при этом 

динамические уравнения принимают вид 

( ) ( ) ( ) ,0q + S + D q + C + P q = N q,q&& & &  (1) 

где T n n×= ∈D D R  – симметричная матрица; 
,T n n×= − ∈S S R  T n n×= − ∈P P R  – кососимметрич-

ные матрицы. Для системы с 0; 0; 0≡ ≡ ≡S D P  
можно сформировать лагранжиан 

0
1 1 ,2 2

T TL = −q q q C q& &  и обобщенные импульсы 

( )1 2; ;n
i i n

i
Lp q p p pq

∂= = = ∈∂ p& L& R  соответ-

ствующий гамильтониан [11] 

0
1 1 .2 2

T TH = +p p q C q  (2) 

Система дифференциальных уравнений (1) может 
быть представлена в форме уравнений Гамильтона: 

,∂× ∂
Hz = J z&  (3) 

С 
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где ( ), ,T=z q p  2 2 ;n n×⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 I
J

-I 0
R  

( )diag 1 1 1 n n×= ∈I K R  – структурная матрица 
уравнений Гамильтона. Для учета ненулевых ; ;S D P  
сформируем уравнения, аналогичные (3), но со 
структурной матрицей [7, 8]:  

2 2
-1
0

,n n×⎛ ⎞
∈⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

0 I
J =

I PC S D
R  (4) 

причем матрица J  может быть декомпозирована на 
симметричную матрицу 

( )
( )

-1 -1
0 0

-1 -1
0 0

2

0,5

0,5

T
= =

⎛ ⎞−
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

s
J + JJ

0 PC + C P

PC + C P D

 
(5)

 

и кососимметричную 

( )
( )

-1 -1
0 0

-1 -1
0 0

2

0,5
.

0,5

T

a
−

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

J JJ = =

0 I PC C P

I PC C P S

 
(6)

 

Диссипация в динамической системе обусловлена 
симметричной матрицей :sJ  

( ) ( ) ,
T

s
H HH ∂ ∂= ∂ ∂Jz z

&  

так как ( ) ( ) 0.
T

a
H H∂ ∂ =∂ ∂Jz z   

При 0≡P  получим: 2 2 ;
-

n n
s

×⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠

0 0
J

0 D
R  

2 2 .
- -2

T
n n

a
×⎛ ⎞−

= = ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 IJ JJ
I S

R  

Построим гамильтониан для системы (1) с учетом 
S  ( 0; 0; 0≠ = =S D P ):  

0 0.+ + =q Sq C q&& &  (7) 

Лагранжиан этой системы можно представить 
в форме [12]  

0
1 1 ,2 2

T T TL = + +q q A q q C q& & &   (8) 

где векторный потенциал ( )A q  удовлетворяет урав-

нению ;ji
ij j i

AA
S

q q

∂∂
= −

∂ ∂
 в дальнейшем будем рас-

сматривать линейные представления для векторного 

потенциала ( ) ( )
1;

0,5 ; ,
n

n
i ij j

j j i
A q S q

= ≠

= ∈∑ A q R  допус-

кающими калибровочные преобразования: 

( ) ( ); ,i i
i

A A q
∂φ

= + φ ∈∂
q q R  не изменяющие матри-

цу .ijS⎡ ⎤⎣ ⎦  С этим лагранжианом получим обобщен-

ные импульсы i i i
i

Lp q Aq
∂= = +∂ &

&  и гамильтониан 

( ) ( ) 0
1 1 .2 2

TT TH L= − = − − +p q p A p A q C q&  (9) 

Уравнения Гамильтона: 

( ) 0 ;
H

H

∂⎛ ⎞
∂ −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ∂ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟∂⎝ ⎠

q 0 I 0 Iq S p A + C q
p I 0 I 0 p A

p

&

&
(10) 

с этим гамильтонианом приводят к уравнениям (7).  
Рассмотрим динамические уравнения диссипа-

тивной гироскопической системы с 0; 0;≠ ≠S D  
0=P  с гамильтонианом (9) 

( ) 2
0 0; .T+ + + = = ∈q S D q C q D D&& & R  (11) 

Обобщенные уравнение Гамильтона [7, 8] с га-
мильтонианом (9) 

( ) 0 ,
− +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

q 0 I S p A C q
p I D p A
&

&
 (12) 

где ;s
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 0
J

0 D
 .a

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 I
J =

I 0
 

Для случая учета ненулевых 0≠D  и 0≠P  в (1) 
сформируем уравнения, аналогичные уравнениям 
Гамильтона (12), но со структурной матрицей [7, 8]: 

2 2
-1 -1
0 0

,n n×⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠

0 I
J

I PC D PC S
R  причем мат-

рица J  может быть декомпозирована на симметрич-
ную матрицу 

( )
( ) ( )

-1 -1
0 0

-1 -1 -1 -1
0 0 0 0

2

0,5
,

-0,5 0,5

T

s

T TP

+
= =

⎛ ⎞− +
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + +⎝ ⎠

J JJ

0 PC C P

PC C P D PC S S C

 

обуславливающую диссипацию в динамической сис-
теме, и кососимметричную 

( )
( ) ( )

-1 -1
0 0

-1 -1 -1 -1
0 0 0 0

0,5
,

0,5 0,5

T

T

−
= =

⎛ ⎞+ −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

a

T

J JJ
2

0 I PC C P

I PC C P PC S S C P

 

не влияющую на диссипацию. 
Пример 1. Рассмотрим пример, аналогичный 

примеру Lagrange top (волчка Лагранжа) из рабо-
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ты [13]. Рассмотрим динамические уравнения гиро-
скопической двухмерной системы: 

( ) ( )0 0 1 20; diag ; , .Tc c x y+ + = = =q Sq C q C q&& &  Ла-

гранжиан системы: 0
1 1 .2 2

T T TL = − +q q q C q q A& & &  

С этим лагранжианом импульсы 

( ); , ;
T

х yр р= − =р q A p&  с векторным потенциалом 

( ) ( ), ,
T T

х yA A g y g x= = ⋅ − ⋅A  получим тензор 

0 2
;

2 0
ji

ij
j i

Ag A
S

g q q
∂∂⎛ ⎞

= = −⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠
S  и гамильтониан (9). 

При конкретных значениях 

1 2 0
10 0

0,5; 10;
0 10

g c c c ⎛ ⎞
= = = = = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
C  получим век-

торный потенциал 
0,5

,
0,5

y
x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

A  тензор 
0 1
1 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

S  

и гамильтониан ( )21 0,52 xH p y= − +  

( ) ( )2 2 21 10,5 .2 2yp x c x y+ + + +  

Метод формирования обобщенных уравнений 
Гамильтона построением алгебраических со-
отношений Ляпунова 
Рассмотрим метод формирования обобщенных 

уравнений Гамильтона методом построения алгеб-
раических соотношений Ляпунова [14]. Пусть зада-
ны нелинейные дифференциальные уравнения для 
описания динамики гироскопической системы:  

( )( ) ( )
( ) ( )

-
;

; ; ,n n n n×

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∈ ∈ ∈

p Aq
S q p A f qp

f q p,q S q

&

&

R R R
 (13) 

где функция ( )f q  в окрестности положения равно-
весия может быть представлена как 

( ) ( ) ;∂= ∂
U qf q q  ( ) ;∈U q R  ;∂= ∂

fC q  ;T=C C  

- ;T=S S  для системы (13) может быть сформирован 

гамильтониан ( ) ( ) ( ) ( )1
2

TH U= +p q p - A p - A q  

с векторным потенциалом ( )A q , удовлетворяющим 

соотношению ,j i
ij

i j

A AS q q
∂ ∂= −∂ ∂  и уравнения 

динамической системы могут быть записаны в виде 

( )
.

H

H

U

∂⎛ ⎞
∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∂⎛ ⎞− +⎛ ⎞ ∂⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ −⎝ ⎠

q 0 I q
=

p I 0
p

S p A0 I q
I 0 p A

&

&
 

(14)

 

Если ввести вектор состояния ( ) ,Tz = q p - A  то 
матрица Гессе гамильтониана при линейном пред-
ставлении векторного потенциала ( )A q  

( )
1;

0,5 ,
n

i ij j
j j i

A S q
= ≠

= ∑q  при этом 0 :∂ ≡∂
S

q  

2

2
2 .

U
H

⎛ ⎞∂ ∂− +⎜ ⎟∂ ∂∂ = ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟− ∂⎝ ⎠

2
AS Sq q

z A Iq

 (15) 

В случае нелинейной неконсервативной диссипа-
тивной гироскопической системы [14]:  

( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

;

;n n×

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∈

p Aq
D q S q p A f qp

D q ,S q

&

&

R

 (16) 

где вектор силы ( ) ( ) ( )c nc= +f q f q f q  может быть 
декомпозирован на консервативную компоненту 

градиента скалярного потенциала ( ) ( )
c

U∂= ∂
qf q q  

и неконсервативную компоненту 
( ) ( ) ( ).nc c= −f q f q f q  Перепишем уравнения движе-

ния в линейном приближении по отношению к перво-
му порядку вектора состояния ( )T−z = q p A  [15]:  

( ) 2
2 ,H∂= ⋅ = − ⋅

∂
z F z D + Q z

z
&  (17) 

откуда 

( ) 2
2 ;H⎛ ⎞ ∂= = −⎜ ⎟ ∂− − − −⎝ ⎠

0 I
F D + Q

zC P S D
 (18) 

2 2 ;n n×∈F R  ; ;T n n j i
ij

i j

f fP q q
× ∂ ∂= − ∈ = −∂ ∂P P R  

2 2 ;T n n×= ∈D D R  2 2- .T n n×= ∈Q Q R  (19) 

Матрица Гессе функции Гамильтона 
2

2
H∂

∂z
 

может быть определена из алгебраического уравне-
ния Ляпунова [14]  

( ) ( )1 12 2
2 2 2 2 ,TH H

− − ⎛ ⎞∂ ∂+ = − = − ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

0 0
F F D

z z 0 D
(20) 

откуда и из (17) можно найти матрицу Гессе 
2

2 :H∂
∂z

  

( )2 1
2

H −∂ = − +
∂

D Q Fz . (21) 

Пример 2. При значении матриц 

0 1
;

1 0
T ⎛ ⎞

= − = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
S S  

10 0
;

0 10
T ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C C  
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0,1 0
;

0 0,1
T ⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

D D  
0 0,1
0,1 0

T ⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

P P  

получим 

0 0 1 0
0 0 0 1

;
10 0,1 0,1 1

0,1 10 1 0,1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟

− −⎝ ⎠

F  

при 

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0,1 0
0 0 0 0,1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D  получим матрицу Гессе 

2
2

11 0 0 1
0 11 1 0

;
0 1 1 0
1 0 0 1

H

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ =
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

z
 кососимметричную 

матрицу 

0 0,1 1,1 0
0,1 0 0 1,1

.
1,1 0 0,1 2,1
0 1,1 2,1 0,1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

Q  При заданной 

матрице 
2

2
H∂

∂z
 можно оценить соответствующую 

функцию Гамильтона: 

( ) ( ) ( )2 2 2 21( ) 10 .2H z x y y x x y⎡ ⎤= + − ++⎣ ⎦+& &  

В таблице приведена зависимость ненулевых 
компонент матрицы Гессе от значений 12 12s S S= = −  
и 12 21p P P= = −  при 12 21 10,c C C= = =  

12 22 0,1,d D D= = =  то есть влияние значений s  и p  
на структуру динамики системы. 

 
№ 
п/п s p 1 1 2 2z z z zH H=  2 3 3 2

1 4 4 1

z z z z

z z z z

H H

H H

= =

= − = −
 

3 3 4 4z z z zH H=

1 0,3 0,1 10,3 1 1 
2 0,3 0,3 10,9 3 1 
3 0,3 1 13 10 1 
4 1 0,1 11 1 1 
5 1 0,3 13 3 1 
6 1 1 20 10 1 
7 3 0,1 13 1 1 
8 3 0,3 19 3 1 
9 3 1 40 10 1 
 
По результатам таблицы можно сделать следую-

щую оценку элементов матрицы 
2

2 :H∂
∂z

 

1 1 2 2
;z z z z

psH H c d= = +  

2 3 3 2 1 4 4 1
;z z z z z z z z

pH H H H d= = − = − =  

3 3 4 4
1,z z z zH H= =  

или 

2
2

0 0

0 0
,

0 1 0

0 0 1

ps pc d d
ps pc d dH

z p
d

p
d

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
∂ = ⎜ ⎟

∂ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

и ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1( )
2 2
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Заключение 
В работе рассмотрен метод формирования управ-

ляемых функций Лагранжа и Гамильтона. Отличи-
тельной особенностью метода является учет вектор-
ного потенциала при формировании гамильтониана 
системы. Для исследования диссипативных характе-
ристик динамических систем в работе применяется 
метод декомпозиции структурной матрицы уравне-
ний Гамильтона на симметричную и кососиммет-
ричную компоненты. 

В последующих работах предполагается рассмот-
реть вопросы, связанные с нарушением симметрии 
при учете гироскопических ( 0≠S ), диссипативных 
( 0≠D ) и неконсервативных ( 0≠P ) сил, действую-
щих на систему. 
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Formation of Vector Potential of Controlled Lagrangian of Dynamical System 

A method of controlled Lagrangian, based on the formation of the potential component required for the formation of the Lagrangian dynamics 
of the controlled system is considered in the paper. A distinguishing feature of the paper is the account of the vector potential in the formation of the 
Lagrangian function. 
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ЕДИНОЕ ИНФОРМАЦИОННОЕ ПРОСТРАНСТВО  
КАК СПОСОБ ПОВЫШЕНИЯ ЭФФЕКТИВНОСТИ УПРАВЛЕНИЯ  
МЕДИЦИНСКИМИ УЧРЕЖДЕНИЯМИ  
УГОЛОВНО-ИСПОЛНИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ 

 
Отражены особенности формирования единого информационного пространства для пенитенциарного здравоохранения. Обозначе-

ны основные требования к созданию новой информационной системы управления медицинскими учреждениями. 
 
Ключевые слова: информационные технологии, единое информационное пространство, пенитенциарное здравоохранение. 
 
 

а сегодняшний день современные информа-
ционные технологии позволяют управлять 
сложными хозяйственными процессами, 

решать задачи текущего, среднесрочного и перспек-
тивного планирования, осуществлять эффективное 
горизонтальное и вертикальное взаимодействие. 
Особенно это актуально в здравоохранении. 

В настоящий момент к медицинским учреждени-
ям предъявляется огромное количество требований 
в области профессиональной деятельности, финан-
сов, со стороны общества и пациента (социальных, 
информационных, сервисных и т. д.) [1]. Практиче-
ское решение большинства проблем невозможно без 
информатизации медицины. Об этом говорится 
в Концепции долгосрочного социально-экономиче-
ского развития Российской Федерации до 2020 г. [2]. 

Новые информационные технологии позволяют 
повысить эффективность управления различными 
процессами, служат для оптимизации издержек, при-

дают различным процессам гибкость и раскрывают 
дополнительные возможности для развития. Переход 
к информационному обществу заставляет совершен-
но по-новому подходить к решению задач в различ-
ных отраслях, в том числе и в уголовно-исполни-
тельной системе [3]. 

Информационная деятельность медицинских 
учреждений уголовно-исполнительной системы 
России предполагает обработку и анализ значи-
тельных объемов информации различного рода для 
решения управленческих и лечебно-диагностиче-
ских задач. В связи с постоянным совершенство-
ванием медицинской отрасли, увеличением коли-
чества научных разработок в ней и повышением 
требований к оперативности и доступности ин-
формации происходит увеличение объемов ин-
формационных потоков в медицинском учрежде-
нии, усложнение их структуры и, следовательно, 
усложняется их анализ. 

Н 




