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Представленные результаты моделирования сис-
темы с тиражированием позволяют вычислять харак-
теристики системы, определять параметры тиражи-
рования, обеспечивающие заданные значения харак-
теристик системы. 

Возможен случай, когда длительность обработки 
каждой копии зависит от общего числа копий, напри-
мер, если длительность обработки копии при условии 

1jR =  имеет параметры 1 (1) 0jrb >  и 2 (1) 0,jrb >  то 

при 1jR >  имеем 1 1( ) (1) .jr j jr jb R b R=  Такое возмож-

но, когда для обработки копий создаются виртуаль-
ные машины на базе единого сервера. Этот случай 
легко исследовать, используя полученные результаты. 
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ровень вибрации, воздействующей на води-
теля и пассажиров, является основным по-
казателем комфортабельности автомобиля 

и определяет утомляемость водителя, следовательно, 
влияет на безопасность движения. Высокие уровни 
вибрации ограничивают скорость движения автомо-
биля, что сказывается на его производительности. 
Кроме того, вибрация влияет на сохранность перево-
зимых грузов и работоспособность всех агрегатов 
автомобиля. 

Движение автомобиля по неровным дорогам со-
провождается вибрациями кузова, как в продольной, 
так и в поперечной плоскостях. Как правило, про-
дольные колебания намного интенсивней попереч-
ных. Однако поперечные колебания автомобиля 
влияют на плавность хода, устойчивость, управляе-
мость, износ шин, поэтому их исследование является 
важной научной задачей. 

Поведение автомобиля при движении по неров-
ностям дороги приводится в работах [1, 2, 3, 4]. 
В частности, в работах [1, 2, 3] проведены исследо-

вания колебаний кузова в поперечной плоскости для 
зависимых и независимых типов подвесок, в рабо-
те [4] учитывается наличие стабилизатора попереч-
ной устойчивости. 

В данной работе будет разработана математиче-
ская модель независимой подвески со стабилизато-
ром поперечной устойчивости, проведена проверка 
адекватности модели, а также произведен расчет по-
перечных колебаний кузова. 

Рассмотрим случай независимой подвески со ста-
билизатором поперечной устойчивости, графическая 
модель такой подвески может быть представлена 
в виде двумерной модели с сосредоточенными мас-
сами, соединенными упругими и демпфирующими 
элементами (рис. 1). 

Введем следующие обозначения: 
пдm  – подрессоренная масса; 1,2нпm  – неподрес-

соренная масса левой и правой сторон; вm  – масса 
водителя; р1,2c  – жесткость рессор; ш1,2c  – жесткость 

шин; стc  – жесткость стабилизатора поперечной ус-

У 
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тойчивости; вc  – жесткость сиденья водителя; 

1,2,1ш,2шk  – коэффициент сопротивления рессор 
и шин; 1L  – расстояние от оси колеса до центра 

масс; вL  – расстояние от центра тяжести водителя до 
центра масс; tF  – внешняя вынуждающая сила. 

Такая модель позволяет исследовать поперечно-
угловые колебания в поперечной плоскости XOZ. 

 

 
Риc. 1. Расчетная схема поперечно-угловых колебаний кузова 

Построим математическую модель поперечно-
угловых колебаний кузова, которая будет выражена 
через функцию Гамильтона и диссипативную функ-
цию Релея [6]. 

Пусть z – вертикальные перемещения центра масс 
кузова; 1,2ζ  – вертикальные перемещения неподрес-
соренных масс с левой и правой сторон автомобиля; 
вζ  – вертикальные перемещения водителя; α – угло-

вые перемещения подрессоренной массы в попереч-
ной плоскости относительно центра тяжести автомо-
биля; 

1 2 в, , , ,zp p p p pζ ζ α  – соответствующие обоб-

щенные импульсы; m – подрессоренная масса, 1,2m  – 
неподрессоренные массы левой и правой сторон; вm  – 
масса водителя; J – момент инерции кузова автомо-
биля в поперечной плоскости 

Тогда функцию Гамильтона и функцию Релея за-
пишем как 
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где H – функция Гамильтона, а D – диссипативная 
функция. 

Динамические уравнения запишем в виде уравне-
ний Гамильтона 

( ) ( )
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,
  ( ),

,
,

H p qdp D p F t
dt q

H p qdq
dt p

∂⎧
= − + +⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪ =⎪ ∂⎩

 (1) 

где q – обобщенная координата; p – обобщенный 
импульс; ( )F t  – возмущающая гармоническая 
функция, описывающая взаимодействие автомобиля 
с дорогой. 

С учетом принятых обозначений динамические 
уравнения (1) примут вид 
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где 1oZ  – амплитуда вынужденных колебаний; 1λ  – 
частота вынуждающей силы; t – время. 

С учетом принятых обозначений запишем дина-
мические уравнения:  
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Численное интегрирование уравнений (3) осуще-
ствляется каноническим методом интегрирования, 
обладающим  рядом преимуществ, таких как устой-
чивость к накоплению погрешности счета, более вы-
сокая производительность [5], что выгодно отличает 
его от других методов численного интегрирования, 
таких как метод Рунге – Кутта, Эйлера и др. 

Значения используемых в модели параметров бы-
ли взяты для автомобиля ВАЗ 2115 (табл. 1). 

Численные константы, приведенные в табл. 1, 
взяты из работы [4]. 

 
Таблица 1. Технические характеристики автомобиля  
ВАЗ-2115 

Параметр Единица 
измерения Значение Обозначение

Подрессоренная масса 
передней оси кг 575 m1

 

Неподрессоренная 
масса передней оси кг   
левой стороны  81 m1

 

правой стороны  81 m2
 

Момент инерции под-
рессоренной массы 
в поперечной плоскости кг·м2 596,7 J 
Жесткость подвески, 

приведенная к оси ко-
леса передней оси Н/м   
левой стороны  19554 k1

 

правой стороны  19554 k2
 

Коэффициент сопро-
тивления амортизато-
ров передней оси (Н·с)/м   

левой стороны  2733 1
disk  

правой стороны  2733 2
disk  

Жесткость стабилиза-
тора передней оси Н·м/рад 10427 стk  

Жесткость шин колес Н/м 143372 ш1,ш2k  
Коэффициент демп-

фирования шин перед-
ней оси (Н·с)/м   

левой стороны  482 ш1
disk  

правой стороны  482 ш2
disk  

Амплитуда вынуж-
денных колебаний м 0,0045 0Z  
Частота вынуждаю-

щей силы Гц 10 Ω  
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Согласно ОСТ 37.001.291-84 «Автотранспортные 
средства. Технические нормы плавности хода» [8] 
показатели плавности хода автотранспортного сред-
ства должны определяться по результатам измерений 
вертикальных и горизонтальных (продольных и по-
перечных) виброускорсний на сиденье водителя 
и виброускорений в характерных точках подрессо-
ренной части АТС. В стандарте в табличной форме 

заданы предельные среднеквадратичные значения 
(СК3) корректированных по частоте виброускорений 
на сиденье в зависимости от типа дороги для авто-
мобилей разных типов, а также предельные СКЗ вер-
тикальных виброускорений в характерных точках 
подрессоренной части АТС. 

Предельные технические нормы плавности хода 
легковых автомобилей должны соответствовать табл. 2. 

 
Таблица 2. Технические нормы плавности хода 

Корректированные значения виброускарений  
на сиденье, м/с2, не более Номер участка дороги 

az ax ay 

СКЗ вертикальных виброускарений  
в характерных точках  

подрессоренной части, м/с2, не более 
I 0,8 0,6 0,65 1,3 
II 1,1 0,8 0,8 1,8 
III 2 1,3 1,6 2,7 

 
В табл. 2 номера участков дорог автополигона 

соответствуют: 
I – цементобетонная динамометрическая дорога 

с СКЗ неровностей 0,6 см; 
II – булыжная мощеная дорога без выбоин (спе-

циальная мощеная дорога) с СКЗ неровностей 1,1 см; 
III – булыжник с выбоинами (специальный уча-

сток) с СКЗ неровностей 2,9 см. 
Значения вертикальных ускорений и среднеквад-

ратичных ускорений сиденья водителя для различ-
ных типов дорог приведены на рис. 2, 3, 4. 

Среднеквадратичные значения виброускорений 
на сиденье водителя, используют для оценки плавно-
сти хода автомобиля, они не должны превосходить 
предельных значений [7]: 

0,5
21 [ ].

T

o
z dt

T
⎛ ⎞σ = ≤ σ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ &&  

Из рис. 2, 3, 4 видно, что среднеквадратичные ус-
корения на участках I и II не превышают допустимые 
нормы, однако на участке III допустимые нормы пре-
вышены. 

Для определения степени адекватности работы 
программы производилось сравнение получаемых 
численных результатов с результатами натурного 
эксперимента [4]. 

 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотная характеристика  

на I участке дороги, 20,73 м/сσ =   

 
Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика  

на II участке дороги, 21,02 м/сσ =  

 
Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика  

на III участке дороги, 22,13 м/сσ =  

На рис. 5 приведен расчет вертикальных ускоре-
ний подрессоренной массы автомобиля, при воздей-
ствии на переднее правое колесо вынуждающей си-
лой с амплитудой 0,045 м и частотой 10 Гц. Там же 
приведены результаты измерений, полученных при 
натурном эксперименте. 

Сравнение результатов компьютерного экспери-
мента и натурного испытания [4] показало, что от-
клонение вертикальных ускорений составило 15,7 
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и 20 % при воздействии, соответственно, на переднее 
левое и переднее правое колесо, а отклонение часто-
ты колебаний составило 8 %. Такие результаты по-
зволяют сделать вывод о высокой точности предла-
гаемой модели. 

 

 
Рис. 5. Амплитудно-частотная характеристика  

вертикальных ускорений над правым и левым колесами 

С помощью разработанной модели возможно 
изучение таких эксплуатационных свойств автомо-
биля, как плавность хода, управляемость, устойчи-
вость, а также создание алгоритма работы адаптив-
ной системы подрессоривания в поперечной плос-
кости. 
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Simulation of Cross-Angular Vibrations Vehicle 

A mathematical model of the cross-angular oscillations of the vehicle is developed. An assessment of the adequacy of the proposed model is 
made. The model allows studying the performance of the vehicle such as ride, handling, stability. 

Key words: cross-angular oscillations, modeling, canonical method. 
 
 




