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Построена стохастическая модель финансовых потоков, протекающих в банковской сфере. Особенность предложенной модели за-

ключается в том, что входящие и выходящие потоки денежных средств зависимы между собой. Исследуется процесс изменения объема 
денежных средств как функции времени. Найдена характеристическая функция конечномерных распределений изучаемого процесса. 
Доказана сходимость процесса к гауссовскому. 
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 современной экономике роль различных 
финансовых институтов чрезвычайно высо-
ка. Можно выделить два важных для эконо-

мики типа финансовых структур. Во-первых, это 
банки и другие сберегательные структуры, аккуму-
лирующие средства на условиях доверительного 
управления. Во-вторых, это страховые компании, 
сберегающие средства для уменьшения негативных 
последствий финансовых рисков. Хотя принципы их 
функционирования имеют много общего, финансо-
вые процессы в системах страхования существенно 
отличаются от процессов, протекающих в банков-
ской сфере. Математический аппарат анализа про-
цессов страхования достаточно хорошо разработан 
и называется математической теорией риска [1]. 
В классических моделях риска приток страхового 
капитала считается детерминированным, случайны 
лишь поток моментов выплат по страховым полисам 
и размеры выплат. Модели, учитывающие стохасти-
ческий характер притока капитала, стали разрабаты-
ваться недавно [2, с. 70–83; 3, с. 1745–1767]. Но 
и в этих моделях используется сильное ограничение: 
независимость входного и выходного финансовых 
потоков. Это предположение естественно для моде-
лей страхования, поскольку входной поток опреде-
ляется желаниями страхователей заключить договор, 
а выходной поток определяется причинами, приво-
дящими к страховым случаям. В банковской же сфе-
ре входной и выходной финансовые потоки являются 
сильно зависимыми, поскольку оба потока опреде-
ляются клиентами банка, которые кладут определен-
ные суммы денег на некоторый срок, по истечении 
которого они же эти деньги забирают. При кредито-
вании возникает аналогичная ситуация.  

В настоящей работе предлагается и исследуется 
стохастическкая модель произвольного ссудосбере-
гательного учреждения зависимыми входным и вы-
ходным финансовыми потоками, которое в дальней-
шем будем называть сокращенно банком. Банк 
в этой модели рассматривается как система массово-

го обслуживания. Поток поступающих вкладов соот-
ветствует входящему потоку требований, срок вкла-
да – длительности времени обслуживания вклада. 
Количество обслуживаемых в некоторый момент 
требований интерпретируется как количество лежа-
щих в данный момент вкладов, при этом предполага-
ется, что число обслуживающих устройств не огра-
ничено, а размеры вкладов – случайные величины. 
Изучается случайный процесс ( )U t  – сумма денег, 
находящихся в банке в момент t, который в описан-
ной модели представляет собой сумму случайного 
числа случайных величин (размеров вкладов). 

В работе найдена характеристическая функция 
процесса в k-мерных сечениях ( )U t  и доказана ее 
асимптотическая нормальность при увеличении ин-
тенсивности входящего потока. Тем самым доказана 
слабая сходимость изучаемого процесса к гауссов-
скому процессу. 

Из математических результатов могут быть полу-
чены важные практические следствия, приложимые 
к банковской сфере. 

Постановка задачи и основные результаты 
Итак, рассмотрим ссудосберегательное учрежде-

ние, например, банк, в который вкладчики приносят 
деньги на определенный срок. 

Каждый i-й вкладчик вносит вклад размера iη  на 

срок ,iτ  по истечении которого он свои деньги заби-
рает. При этом не учитываются проценты по вкладам. 

Предположим: 
1. Число вкладов, поступивших за время t, рас-

пределено по закону Пуассона с параметром ,tλ  где 
λ  – интенсивность потока ( λ  – среднее число вкла-
дов, поступивших за единицу времени).  

2. Сроки вкладов iτ  – независимые одинаково 
распределенные случайные величины с функцией 
надежности ( ) = ( > )F t P tτ  и конечным математиче-
ским ожиданием = .E sτ  

В 
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3. Размеры вкладов iη  – также независимые слу-
чайные величины с характеристической функцией 

( ) = ,iMe θηϕ θ  математическим ожиданием = ,M aη  

дисперсией 2=Dη σ  и конечным третьим моментом 
3 = < .M Cη ∞  
Работу банка будем рассматривать как работу 

системы массового обслуживания. Поступающий 
поток вкладов при этом соответствует входящему 
потоку требований, количество лежащих в некото-
рый момент времени t вкладов соответствует коли-
честву обслуживаемых в некоторый момент требо-
ваний. 

При сделанных предложениях существуют фи-
нальные вероятности для числа требований N, нахо-
дящихся в системе в момент времени t ( )t → ∞  
в установившимся режиме, вычисляемые по формуле 
Эрланга [4]. Поскольку количество лежащих вкладов 
не ограничено, число обслуживающих устройств 
можно считать бесконечным, и формулы Эрланга 
тогда записываются в виде 

( )( = ) = ( = 0, 1, 2 ).
!

k
s sP N k e k

k
−λ λ

…  (1) 

Таким образом, количество вкладов N, лежащих 
в банке, в установившемся режиме распределено по 
закону Пуассона, а сумма денег, находящихся в бан-
ке в какой-либо момент в установившемся режиме, 
равна 

( )

=1
= ( ) = ,

N t

i
i

U U t η∑  (2) 

где ( )N t  – имеет распределение, задаваемое (1). 
Одним из результатов работы является нахожде-

ние характеристической функции k-мерного распре-
деления процесса ( )U t  при любом 1k ≥  и любых 

1 2, ,..., .kt t t  
Другим ее результатом является доказательство 

следующего утверждения. 
Теорема. В предположениях 1), 2), 3) в устано-

вившемся режиме процесс 

2 2

( )( ) = ( )
( )

DU t saU t Y t
s a

− λ
→

λ σ +

o

 при ,λ → ∞  

где ( )Y t  – стационарный гауссовский процесс с ну-
левым математическим ожиданием, единичной дис-
персией и нормированной корреляционной функцией 

( )2 21( ) = ( ) , ( ) = , ( ) =F u du EU t sa DU t s a
s

∞

τ

ε τ λ λ σ +∫  

(обозначение 
D
→  означает слабую сходимость ко-

нечномерных распределений процесса). 
Аппроксимация ( )U t  стационарным гауссовским 

процессом имеет важное значение, поскольку позво-
ляет использовать его хорошо изученные свойства. 

Например, используя формулу для предельного рас-
пределения минимума дифференцируемого гауссов-
ского процесса в виде [5, с. 277–278; 6, с. 14–15;  
7, с. 464] 

( )
1
2

0< <

1
2

( ) 2 logmin

,

(2 log )

t T

ze

P U t T

Z A e
T

T

−−

⎛
≥ − −⎜

⎝
⎞
⎟+

− ⎯⎯⎯⎯→⎟ → ∞⎟
⎠

o

 (3) 

где (0)= log ,
2

A
′′ε  

можно вычислить вероятность того, что величина 
остатка оборотных средств (величина устойчивых 
пассивов) не превысит заданный уровень, что позво-
ляет определить сумму средств, которая может быть 
направлена на инвестиции в пределах допустимого 
риска. 

В следующих разделах приводятся доказательст-
ва математических результатов работы. 

Одномерная характеристическая функция 
процесса ( )U t  
В дальнейшем для удобства изложения аргумент t 

будем опускать. 
Используя (1), найдем одномерную характери-

стическую функцию процесса ( ).U t  Она равна  

1

0

( ) exp( )

( ( ))exp( )( ( )) exp( ( ( ) 1))
!

N

j
j

k
k

k

E i

s s s
k

=

∞

=

ϕ θ = θ η =

−λ λ ψ θ
= ψ θ = λ ψ θ −

∑

∑
 

и представляет собой характеристическую функцию 
пуассоновской случайной суммы [1, с. 84]. 

Характеристическая функция k-мерных  
распределений процесса ( )U t  
Рассмотрим процесс ( )U t  в k сечениях 

1 < < kt t…  в установившемся режиме: 

( )
1

(1) ( )
1, ,

=1 =1
= , , = , , .

NN k
k

kU U U ν ν
ν ν

⎛ ⎞
⎜ ⎟… η … η
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

Каждая компонента вектора U представляет со-
бой сумму случайного числа случайных величин. 
Величины ( )jU  зависимы в силу того, что зависимы 
числа лежащих в банке вкладов ,jN  кроме того, са-

ми слагаемые ,j νη  могут входить в состав случайно-
го числа компонент вектора U. 

Уместно заметить, что, в отличие от рассматри-
ваемой задачи, в существующей литературе изуча-

лись лишь процессы вида 
( )

=1
( ) = ,

N t

j
j

U t η∑  где ( )N t  – 

регенерирующий процесс [8, с. 578–579], т. е. с уве-
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личением t число слагаемых процесса ( )U t  могло 
только увеличиваться. 

Характеристическая функция процесса ( )U t  рав-
на: 

( )
1 ,

1 1 1
( ,..., ) exp exp .

N jk k
j

k j j j
j j

E U E i ν
= = ν=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ θ θ = θ = θ η

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

Так как поток вкладов пуассоновский, в силу ус-
ловий в), с) процесс ( )U t  можно представить в виде 

суммы независимых процессов: 
=1

( ) = ( ),
k

j
j

U t U t∑  где 

1( )U t  – процесс, образованный вкладами, лежащими 
в банке в момент 1;t  ( ) ( = 2, , )jU t j k…  – процесс, 
образованный вкладами, поступившими в интервале 

1( , ].j jt t−  

Обозначим ( , , )j j kϕ θ … θ  – характеристическую 

функцию ( )jU t  в сечениях 1< < < ,j j kt t t+ …  тогда 

( ) ( )1
=1

, , = , , .
k

k j j k
j

ϕ θ … θ ϕ θ … θ∏  (4) 

Вычислим 1 1( , , ).kϕ θ … θ  Используя (1) и форму-
лу полной вероятности, получим 

1
0

( )( , , ) exp( ) ,
!

r

j k r
r

ss I
r

∞

=

λ
ϕ θ … θ = −λ∑  (5) 

где 

( )
1

1 1 1
1 1

1

exp ... ;

,

rr k

r k kI E i

N r

ν ν
ν= ν=

⎛ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟= θ η + + θ +…+ θ ν
⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝
⎞
⎟=
⎟
⎠

∑ ∑
 

1r  – число вкладов, лежащих в банке в момент 1t  
и снятых в интервале 1 1( , ), = 1, , 1;l kt t l k r+ … −  – 
число вкладов, снятых после момента ,kt  т. е. в ин-
тервале ( , ).kt ∞  

Пусть lp  – вероятность того, что вклад, лежащий 
в банке в момент 1,t  будет снят в интервале 1 1( , ).lt t +  
Как показал А. Я. Хинчин [4, с. 204], в установив-
шемся режиме 

1

1

1= ( ) = ( ),k k
tk

p F u du t t
s t

∞
ε −

−
∫  (6) 

откуда 

1 1 1( ) ( ), 1, , 1,l l lp t t t t l k−= ε − − ε − = … −  (7) 

при этом (0) 1.ε =  

Используя формулу для характеристической 
функции мультиномиального закона, найдем, что 

( ) ( )1 1 2 1 2
1

... .
rk

r k m
m

I p p p
=

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ψ θ + ψ θ + θ + + ψ θ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑  (8) 

Подставляя (8) в (5) и суммируя по r, получим 

1 1
1 1

( ,..., ) exp 1 .
l l

k l m
l m

s p
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ θ θ = λ ψ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  (9) 

Далее вычислим ( , , ).j j kϕ θ … θ  Пусть jn  – число 

вкладов, поступивших в интервале 1( ).j jt t− −  В силу 
пуассоновости потока поступления вкладов 

( ) ( )1
1

( )
( ) exp ( )

!
( 0, 1, 2, ),

r
j j

j j j

t t
P n r t t

r
r

−
−

λ −
= = −λ −

= …

 

1
1 ,

0

( , , )

( ( ))
exp( ( )) ,

!

j j r

r
j j

j j j r
r

t t
t t I

r

∞
−

−
=

ϕ θ … θ =

λ −
= −λ −∑

 
(10)

 

где 

1, 1,

, , ,
1 1

exp ... ( ... ) ;

,

r rj j j k

j r j j j k j

j

I E i

n r

− −

ν ν
ν= ν=

⎛ ⎛ ⎞
⎜ ⎜ ⎟= θ ν + + θ + + θ η⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝

⎞
⎟=
⎟
⎠

∑ ∑
 

jlr  – число вкладов, поступивших в интервале 

1( , )j jt t−  и снятых в интервале 1( , ), .l lt t l j+ ≥  
Известно [9, с. 24], что при фиксированном r мо-

менты появления вкладов равномерно распределены 
в интервале 1( , ).j jt t−  Поэтому вероятность того, что 

вклад, поступивший в интервале 1( , ),j jt t−  останется 

в банке и в момент ,kt  равна 

1

1

1

1

1 ( )
( )

1 ( )
( )

j

j

k j

k j

t

k
j j t

t t

j j t t

P t u du
t t

F u du
t t

−

−

−

−

− −

τ > − =
−

= =
−

∫

∫

 

( ) 1,
1

1 1
( ) ( ) ,

( ) ( )
j k

k j k j
j j j j

sPs t t t t
t t t t

−
−

− −
= ε − − ε − =

− −
 (11) 

а вероятность того, что вклад будет снят в интервале 
( , 1) ( , , 1),l l l j k+ = … −  равна 
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(

( ))

1 1
1

1,
1 1 1

1

( ) ( )
( )

( ) ( ) ,
( )

l j l j
j j

j l
l j l j

j j

s t t t t
t t

sP
t t t t

t t

+ −
−

−
+ + −

−

ε − − ε − −
−

− ε − − ε − =
−

 
(12)

 

причем (0) 1.ε =  
Наконец, вероятность того, что вклад будет снят 

до момента времени ,jt  равна 

( )( )

1, 1 1,

1 1

1 1 1 1 1

1

1 = =
( ) ( )

1 ( ) ( ) ( )
.

( )

j k j j j j

j j j j

j j j j j j j j

j j

sP t t sP
t t t t

t t s t t t t t t

t t

− − −

− −

− − + + −

−

− −
−

− −

− − − ε − − ε − − ε −
=

−

 

(13) 

Снова используя формулу для характеристиче-
ской функции мультиномиального закона, найдем 

( )
, 1 1,

1

1 .

r
k l

j r j j j l mr
l j m jj j

I t t s P
t t

− −
= =−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − − ψ θ

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  (14) 

Подстановка (14) в (10) и суммирование по r при-
водит к выражениям 

1,( , , ) exp ( ) ,

2, , 1,

k l

j k j l m
l j m j

s P

j k

−
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ϕ θ … θ = λ ψ θ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= … −

∑ ∑  (15) 

( )1, 1,( ) exp ( ( ) (1 )) .k k k k k k ks P P− −ϕ θ = λ ψ θ − −  (16) 

Подставив (9), (15), (16) в (4) и перегруппировав 
члены, учитывая (6), (7), (11), (12), (13), найдем, что 

( ) ( )
1

1
1

, , exp
k k

k l j
j l j

s t t
−

= =

⎛
⎜ϕ θ … θ = λ ε − ×
⎜
⎝

∑∑  

1 1

1 1

l l l l

m m m m
m j m j m j m j
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Из (17) нетрудно найти, что математическое ожи-
дание и дисперсия компонент равны saλ  
и 2 2( )s aλ + σ  соответственно, а нормированная кор-
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Разложим характеристическую функцию ψ  в ряд 
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Используя (19), найдем, что при λ → ∞  
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Отсюда 
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где R задается по (18), 1( , , ).kθ = θ … θ . 
Из (20) следует, что все k-мерные распределения 

процесса ( )U t  при любом 1k ≥  и любых 1 2, , , kt t t…  
асимптотически нормальны, и, значит, имеет место 
слабая сходимость ( )U t  к гауссовскому процессу. 

Заключение 
В работе предложена стохастическая модель ра-

боты таких ссудосберегательных структур, как бан-
ки, в которых входной и выходной финансовые по-
токи являются зависимыми. В основу модели был 
положен подход с позиций теории массового об-
служивания. Был исследован процесс, характери-
зующий изменение объема финансовых средств во 
времени. С математической точки зрения этот про-
цесс в каждый фиксированный момент времени 
представляет собой сумму случайного числа слу-
чайных величин. В работе найдены характеристиче-
ские функции процесса в k-мерных сечениях, а так-
же докзана слабая сходимость процесса к стацио-
нарному гауссовскому.  

Представление изучаемого процесса в виде ста-
ционарного гауссовского дает возможность исполь-

зовать его известные свойства при решении многих 
практических задач. Например, можно определять 
сумму финансовых средств, которую следует напра-
вить на инвестиции в пределах допустимого риска, 
определять вероятность разорения банка. 

Подробнее об этом см. [10]. 
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Stochastic Model of Dynamics of Loan-and-Saving Organization Financial Flows 

The stochastic model of financial flows that take place in the banking sector is developed in the paper. The feature of the model is the stochastic 
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