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Рассматривается алгоритм построения потенциалов (скалярного и векторного) по результатам декомпозиции векторного поля ди-
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формы, соответствующей векторному полю динамической системы. По построенным потенциалам строятся инварианты, используе-
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ри распознавании образов векторных полей 
алгоритм определения инвариантов этих 
векторных полей имеет практическое зна-

чение [1, 2, 3]. В работах [4, 5] предложен метод по-
строения инвариантов векторных полей, основанный 
на декомпозиции Ходжа – Гельмгольца [6] на потен-
циальное и соленоидальное векторные поля. В рабо-
тах [7, 8, 9] рассматриваются методы построения 
инвариантов векторных полей динамических систем 
на основе формирования оператора гомотопии.  

Цель настоящей работы – построение потенциа-
лов (скалярного и векторного) по результатам де-
композиции векторного поля гладкой динамической 
системы на потенциальную и соленоидальную ком-
поненты формированием оператора гомотопии для 
дифференциальной формы, соответствующей век-
торному полю динамической. По построенным по-
тенциалам строятся инварианты, используемые при 
распознавания образов векторных полей. 

Декомпозиция векторного поля  
динамической системы 
Для решения задачи визуализации векторного 

поля ( ) ∂= ∂X f x x  динамической системы 

( );=x f x&  ( ); ;n n∈ ∈x f xR R  ( )0 0,=f  (1) 

декомпозируем X  на потенциальную и векторную 
компоненты [4, 5]. Для этого сформируем диффе-
ренциальную форму ( ) ,d=ω f x x  соответствующую 
векторному полю .X  Пусть в евклидовом простран-
стве с координатами 1, , n

nx x ∈K R  и метрическим 

тензором ( ) ( )ij
ij ijg g= = δx x  задано векторное поле 

1
.

n

i
ii

f
x=

∂
=

∂∑v  Для соответствующей 1-формы 

1

n

i i
i
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=
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i

ii
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g

ω =  следовательно, 

1
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i

f dx
=

= ∑ω  [10]. 

В отличие от методов визуализации, предложен-
ных в работах [4, 5], построим скалярный потенциал 
из векторного поля X  с применением оператора го-
мотопии с центром в точке 0 0≡x для формы 

( )d=ω f x x  

( ) ( ) ( )
1 1

0 0
i

i

T
x x

i d d∂
∂

= λ λ = λ ⋅ λ∫ ∫ω ω x x f xH�  (2) 

и векторный потенциал, соответствующий антиточ-
ной дифференциальной форме a e= − =ω ω ω  

( ) .d d= − =ω ω ωH H  
Построение скалярного потенциала 
Оператор гомотопии ( )ωH�  удовлетворяет тож-

деству .d d= +ω ω ωH H  Первый член разложения 
d d= +ω ω ωH H  является точной формой: 

( ) ( )
1

0

,T
e d d d

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = λ ⋅ λ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ω ω x f xH  (3) 

следовательно, является замкнутой формой: 
( )( ) 0.ed d d= =ω ωH  Если считать ( ) ( )φ =x ω xH  

скалярным потенциалом, то потенциальное вектор-

ное поле x
∂′ϕ
∂x

 является дуальным форме 

( ) φ .e xd d′= =ω ω xH  
Из тождества e ad d= + = +ω ω ω ω ωH H  следует, 

что ,e=ω ωH H  так как 0.=ωHH  Поэтому точная 
форма eω  инвариантна по отношению к калибровке  

2; .⇒ + Ω ∀Ω∈Λω ω H  (4) 

В соответствии с теоремой Гаусса – Остроград-
ского на компактном (замкнутом) односвязном мно-
гообразии :nM ∈R  

( ) , ,e e M e M
M M

I dV dV∂
∂

= ∇ ⋅ = ∈∫ ∫X f n R  (5) 

П 
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где MdV  – элемент объема многообразия ;M  MdV∂  – 
элемент объема границы многообразия ;M∂  n  – 
внешний вектор нормали к границе ;M∂  eX  – век-
торное поле, соответствующее точной компоненте 

.eω  Величина eI  не зависит от выбора антиточной 
части ,aω  поэтому является инвариантной по отно-
шению к калибровке (4). В качестве многообразия 
M  можно выбрать многообразие, границей которого 

,M∂  является эквипотенциальная гиперповерхность 
( ) ( )1 1, , , , const.n nx x x xϕ = =ωK KH  
Рассмотрим пример построения абсолютного ин-

варианта методом построения оператора гомотопии 
для векторного поля нелинейной динамической сис-
темы. 

Пример 1. Для динамической системы 
3 3

1 2 1 2 1 20,1 ; 0,1x x x x x x= + ⋅ = − + ⋅& &  с векторным полем 

( ) ( )3 3
2 1 1 2
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0,1 0,1x x x x

x x
∂ ∂

= + ⋅ + − + ⋅
∂ ∂

X  построим 

форму 

( ) ( )3 3
2 1 1 1 2 20,1 0,1 ,a ex x dx x x dx= + ⋅ + − + ⋅ = +ω ω ω  

причем  
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откуда следует, что скалярный потенциал равен 
( ) ( )4 4

1 2 1 2, 0,025 ,x x x xϕ = +  и векторное поле, соот-

ветствующее точной компоненте, 

3 3
1 2

1 2
0,1 0,1 ;e x x

x x
∂ ∂

= ⋅ + ⋅
∂ ∂

X  ( )2 2
1 20,3 .e x x∇⋅ = +X  

При калибровочных преобразованиях → +ω ω ΩH  
точная форма не изменяется; например, при 

1 22 dx dx= ⋅ ∧Ω  
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Построим многообразие ,M  ограниченное гра-
ницей ,M∂  которая определяется эквипотенциаль-

ной поверхностью ( ) ( )4 4
1 2 1 2, 0,025 .x x x x Cϕ = + =  

В соответствии левой частью теоремы Гаусса – Ост-

роградского , .e e M
M

I dV∂
∂

= ∫ f n  Границей является 

замкнутая кривая 4 4
1 2 40 .x x C+ = ⋅  Проведем замену 

координат: 1 cos ;x r= θ  2 sin ;x r= θ  откуда 

4
4 4

40 .
cos sin

Cr =
θ+ θ

 В результате декомпозиции точ-

ная компонента вектора ( )f x : ( ) ( )3 3
1 20,1 ;

T
e x x=f x  

;MdV rd∂ = θ  ( )cos sin ,T= θ θn  откуда 

( ) ( )( ) ( )
2

3 3

0
2

0
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eI r r rd

C d

π

π

= ⋅ θ ⋅ θ θ θ θ =
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∫
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Построение векторного потенциала 
Второй член разложения :d d= +ω ω ωH H  aω  – 

является антиточной формой (по терминологии [11]): 

( ) ,a e d d= − = − =ω ω ω ω ω ωH H   (6) 

причем ( ) 0.a d= =ω ωH H H  
Из тождества e ad d= + = +ω ω ω ω ωH H  следует, 

что ,ad d=ω ω  так как 0.dd =ω  Поэтому антиточная 
форма aω  инвариантна по отношению к калибро-
вочному преобразованию:  

( )0; .d x⇒ + σ ∀σ∈Λω ω  (7) 

Если построить векторное поле 
1

,
n
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i

ii
A

x=

∂
=

∂∑v  

где компоненты ,i ii iA g= ⋅ω  то калибровочное 
преобразование можно представить в форме 

( )
;i i

i
A A

x
∂φ

⇒ +
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x
 (8) 

тензор ji
ij

j i

AA
F

x x
∂∂

= −
∂ ∂

 инвариантен по отношению 

к калибровочному преобразованию (8), что соответ-
ствует инвариантности формы ad d=ω ω  к преобра-
зованию (7).  

В случае, когда размерность евклидова простран-
ства nR  четная, можно сформировать абсолютный 
инвариант по отношению к преобразованию (7):  

( ) ( ) 22 ,
nn

a a
M M

I d d= = ∈∫ ∫ω ω R  (9) 

или, соответственно, 
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n
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M

dV∫ F  (10) 
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который является количественной характеристикой 
антиточной формы на многообразии .nM ∈R  Вели-
чина aI  не зависит от выбора точной части ,eω  по-
этому является инвариантной по отношению к ка-
либровке .eω  

В случае, когда размерность евклидова про-
странства nR  нечетная, можно сформировать отно-
сительный инвариант по отношению к преобразо-
ванию (7):  

( ) ( )
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∂ ∂

= = ∈∫ ∫ω ω ω ω R  (11) 

или, соответственно, 
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∂
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так как в соответствии с теоремой Стокса 

( ) ( )
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1
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d d d

d d d
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∂
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= =

∫ ∫

∫ ∫

ω ω ω ω
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(13)
 

получаем абсолютный инвариант в четномерном 
пространстве. 

Пример 2. Рассмотрим динамическую систему: 
3 3

1 2 1 2 1 20,1 ; 0,1 ,x x x x x x= + ⋅ = − + ⋅& &  для которой по-

строим форму ( )3
2 1 10,1x x dx= + ⋅ +ω  

( )3
1 2 20,1 ;x x dx+ − + ⋅  1 22d dx dx= ∧ω  на многообразии 

{ }22 | 1 .M x x= ∈ ≤R  Тогда значение абсолютного 

инварианта 

( ) ( )1 22 2 .a
M M

I d dx dx= = ∧ = π∫ ∫ω  

Компоненты векторного потенциала для этой ди-
намической системы соответствуют антиточной 
форме 2 1 1 2 :a d x dx x dx= = −ω ωH  ( )2 1 .Tx x= −A  

Если форму aω  сложить с точной формой 

2 2
1 2

2 1 1 2

2 1 1 2 1 1 2 2

2

,

x x
x dx x dx d

x dx x dx x dx x dx
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что соответствует ДС:  
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;
,

x x x
x x x
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то значение векторного потенциала ,A  тензора F  
и интеграла aI  не изменятся.  

Для многообразия M  границей является 

{ }22 | 1 .M x x∂ = ∈ =R  Для нахождения относи-

тельного инварианта проведем замену координат: 
1 2cos ; sin ,x r x r= θ = θ  причем на границе многооб-

разия 1:r =  [ ]{ }, | 1, 0 2 .M r r∂ = θ = θ∈ πK  Тогда 

rd d= θ = θω  и значение относительного инвари-
анта 

( )
2

1

0

2 .k
a

M M

I d d
π

−

∂ ∂

= = = θ = π∈∫ ∫ ∫ω ω ω R  �  

Основным результатом раздела является алго-
ритм построения скалярного и векторного потенциа-
лов для векторного поля динамической системы.  

Формирование требуемых скалярного  
и векторного потенциалов системой управления 
Для системы управления 

( ) ( ); ; ; ; ;n n n n n×= + ⋅ ∈ ∈ ∈ ∈x f x B u x f x u B& R R R R  

( )det 0,≠B  (14) 

можно получить требуемый векторный потенциал 
( )A x  формированием таких управляющих сигналов 

,u  что 

( ) ( ) ( )( )
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;

a i ii
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ω x ω x f B u

f B u

f x B u x

H H

H  

то есть i-компонента вектора ( )A x  должна удовле-
творять условию 

( )
( ) ( )( )( )1

0

.
i i

i j
j

A x d
x

⎡ ⎤∂ λ + ⋅ λ
⎢ ⎥= λ λ
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∫

f x B u x
x  (15) 

Требуемый скалярный потенциал ( )ϕ x  может 
быть получен формированием таких управляющих 
сигналов ,u  что 

( ) ( )( )
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Пример 3. Рассмотрим динамическую систему  
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с управляющими сигналами 1 2, .u u  Сформируем 
управляющие сигналы u  для получения требуемого 

скалярного потенциала ( )
2 2
1 2 :

2
x x+

ϕ = −x   

( ) ( ) ( )( )

( )

1

1 0
12 2 2 2

1 2 1 2

0

,
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i i i
i

i i

x d

x x x x
x u d
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+ +
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∫

x f x B u x

x

 

откуда следует, что необходимо сформировать век-
тор управления: ( ) ( )1 2 1 22 .T Tu u x x= = −u  

Приложение [11]. Метод оператора гомотопии 
Обозначим элементы тангенциального векторно-

го пространства в точке :n∈x R  

( ) ( ) ( )
1

; ;
n

i i
ii

f f
x=

∂
= ∈

∂∑X x x x R  элементы котанген-

циального пространства (дифференциальные фор-

мы): ( ) ( )
1

, .
n

i i i
i

dx
=

= ω ω ∈∑ω x x R  Для дифференци-

альных форм можно ввести дифференциальный опе-
ратор d со свойствами (i) ( )1 2 1 2 ;d d d+ = +ω ω ω ω  

(ii) ( ) ;i
i

d dx
x
∂φ

φ = =
∂

ω x  (iii) ( ) 0d d =ω  и оператор 

внутреннего произведения (interior product) 
( )( ) ( )1 1 1 1, , , , ,p pi − −=Xω X X ω X X XK K  для случая 

( )deg 1:k = =ω  ( ).i =Xω ω X   
Согласно лемме Пуанкаре, если локальная об-

ласть U M∈  стягивается в точку и форма ω  – замк-
нутая, то существует такая форма α  в ,U  что 

.d=ω α  Получение формы α  по значениям формы 
ω  может быть основано на построении оператора 
гомотопии 1: ,k k−Λ → ΛH  действующего на форму 

:ω  ( )( ) ( ) ( )0

1
1

0

 ;
i i

i

k
x x

x

i d−
∂

−
∂

= λ ⋅λ λ∫ω x ω xH  ( )deg .k = ω  

При 1;k =  0 0 :≡x  ( )( ) ( )
1

0

.
i

i
x x

i d∂
∂

= λ λ∫ω x ω xH  

Свойства оператора гомотопии: (i) ;d d+ =H H I  

(ii) ( )( )( ) ( )( )00; 0;i ix x= =ω ωH H H  (iii) 0;
i

i
x x

i ∂
∂

=H  

(iv) ;  .d d d d= =H H H H  
Первый член разложения формы 

( )d d= +ω ω ωH H  – точная форма ( )e d=ω ωH  яв-
ляется замкнутой: 0;ed =ω  форма a d=ω ωH  явля-

ется антиточной: 0.a =ωH  Для случая d= φω  полу-
чим: ( )( ) ( ) ( )0 .dφ = φ − φx x xH  

Заключение 
Рассмотрен алгоритм формирования потенциа-

лов (скалярного и векторного) по результатам де-
композиции векторного поля динамической систе-
мы на потенциальную и соленоидальную компо-
ненты. Для этого построен оператор гомотопии для 
дифференциальной формы, соответствующей век-
торному полю динамической системы. По сформи-
рованным потенциалам строятся инварианты, ис-
пользуемые при распознавания образов векторных 
полей. 
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The algorithm for constructing the scalar and vector potentials based on decomposition of the vector field of the dynamical system on the po-
tential and solenoidal components by forming homotopy operator for the differential form corresponding to the vector field of dynamic system is 
considered in the paper. The invariants, constructed on these potentials, are used in pattern recognition of vector fields. 

Keywords: vector field of dynamical system, potential of vector field, invariant of vector field, decomposition of vector field, homotopy 
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ПОВЫШЕНИЕ НАДЕЖНОСТИ ВЫДЕЛЕНИЯ ОСНОВНОГО ТОНА  
МЕТОДОМ SWIPE ИЗ СИГНАЛА, ПРОШЕДШЕГО ТЕЛЕФОННЫЙ КАНАЛ 

 
Рассмотрена работа алгоритмов SWIPE и SWIPE′ при выделении основного тона речевого сигнала, ограниченного полосой телефон-

ного канала. Предложен метод, позволяющий повысить надежность выделения основного тона алгоритмами SWIPE и SWIPE′.  
 
Ключевые слова: основной тон, гармоники, скалярное произведение, пилообразный сигнал. 
 
 

лгоритм выделения основного тона речи 
SWIPE (Sawtooth Inspired Pitch Estimator) [1] 
продолжает вызывать интерес исследовате-

лей, о чем свидетельствуют, в частности, ссылки 
в литературе на данный алгоритм [2]. Алгоритм 
SWIPE и его разновидность SWIPE' [1] обеспечивает 
надежное выделение частоты основного тона (ЧОТ) 
речи на чистом сигнале и на сигнале с низким соот-
ношением сигнал/шум. Но на сигнале, ограниченном 
полосой телефонного канала, надежность выделения 
частоты ОТ резко падает [3].  

Настоящую работу можно рассматривать как 
продолжение работы [3]. Рассматриваются причины 
появления больших ошибок выделения частоты ОТ 
при работе с сигналом, ограниченным полосой теле-
фонного канала. Выполнен анализ качества работы 
алгоритмов SWIPE и SWIPE' отдельно для мужских 
и женских голосов. Предложен метод снижения ко-
личества больших ошибок методами SWIPE 
и SWIPE′ при выделении ЧОТ сигнала, ограниченно-
го полосой телефонного канала. Метод использует 
процедуру выбора частоты ОТ исходя из критерия 
ближайшего расстояния до предыдущего выбора 
этой частоты.  

В отличие от автокорреляционных методов [4] 
в алгоритмах SWIPE и SWIPE′ [1] частота ОТ оцени-
вается по максимуму корреляции речевого сигнала 
с эталонным образцом, имеющим спектр, близкий 
к спектру анализируемого звука. В алгоритмах 
SWIPE и SWIPE′ параметры адаптируемого эталон-
ного образца изменяются таким образом, чтобы дос-
тичь максимально возможного сходства с анализи-
руемым речевым сигналом. После достижения мак-
симального сходства частота основного тона 
адаптируемого эталона принимается за частоту ос-
новного тона сигнала.  

В качестве адаптируемого эталона в алгоритмах 
SWIPE и SWIPE′ выбран пилообразный сигнал, что 

и определило название метода (Sawtooth Inspired 
Pitch Estimator) [1]. Сравнение анализируемого сиг-
нала с эталонным образцом выполняют при помощи 
интегрального преобразования путем вычисления 
скалярного произведения между спектром сигнала 
и ядром преобразования в виде лепестков косину-
са [1]. Значение вычисленного скалярного произве-
дения рассматривают как меру интенсивности кан-
дидатов в частоты ОТ в анализируемом звуке. За 
частоту ОТ анализируемого звука принимают то 
значение частоты адаптируемого эталона, которой 
соответствует максимум интенсивности. Одновре-
менно значение вычисленной интенсивности служит 
мерой вокализированности кадра анализа. Если мак-
симум вычисленной интенсивности на кадре меньше 
заданного порога, обозначенного как STHR, то ана-
лизируемый кадр сигнала считают невокализирован-
ным, в противном случае – вокализированным. 
В алгоритме SWIPE′ в отличие от алгоритма SWIPE 
в расчете скалярного произведения принимают уча-
стие только гармоники с простыми (не кратными) 
номерами, что дополнительно уменьшает вероят-
ность принятия решения о переходе выделенной час-
тоты ОТ на субгармоники. 

Методы SWIPE и SWIPE′ относятся к интеграль-
ным [5]. Они определяют значение частоты ОТ на 
кадре анализа длиной в четыре периода ОТ. Оба ме-
тода требуют значительного количества вычислений, 
предварительного выбора пределов измерения час-
тоты ОТ и установления порога STHR принятия ре-
шения ТОН/НЕ ТОН (Т/НТ). Ядро интегрального 
преобразования алгоритмов SWIPE и SWIPE′ соот-
ветствует среднему спектру речевого сигнала при-
мерно 6 дБ/октава в сторону высоких частот [1]. Од-
нако для конкретных произнесений огибающая спек-
тра, присущая конкретному звуку, может отличаться 
от указанной средней зависимости от частоты. На-
пример, фонема /и/ имеет сильный спад огибающей 
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