
ISSN 1813-7903. Вестник ИжГТУ. 2014. № 3(63) 

 
© Горохов М. М., Корепанов А. В., Тененев В. А., 2014 

176 

2. Термодинамические и теплофизические свойства 
твердых ракетных топлив и их продуктов сгорания / под 
ред. В. Е. Алемасова. – М. : Министерство обороны СССР, 
1977. – 316 с. 

3. Корепанов М. А. Программа «Термодинамика» // Ка-
талог инновационных разработок Ижевского государст-
венного технического университета. – 2-е изд., доп. и пе-
рераб. – Ижевск : Изд-во ИжГТУ, 2001. – С. 95. 

4. Моделирование начального участка работы РДТТ 
с учетом стохастического характера исходной информации / 
А. В. Алиев, О. В. Мищенкова, В. И. Сарабьев, В. И. Бабин // 

Химическая физика и мезоскопия. – 2006. – Т. 8. – № 3. – 
С. 304–310. 

5. Моделирование работы регулируемого РДТТ с учетом 
воздействия случайных факторов / А. В. Алиев, О. В. Ми-
щенкова, А. Н. Лошкарев, В. И. Черепов // Интеллектуаль-
ные системы в производстве. – 2007. – № 2. – С. 5–12. 

6. Вержбицкий В. М. Основы численных методов. – 3-е 
изд., стер. – М. : Высш. шк., 2009. – 840 с. 

7. Алиев А. В., Мищенкова О. В. Математическое моде-
лирование в технике. – Ижевск : Ин-т компьютерных ис-
следований, 2012. – 456 с. 

 

O. V. Mishchenkova, PhD (Physics and Mathematics), Associate Professor, Kalashnikov Izhevsk State Technical University 
O. A. Voevodina, Post-graduate, Kalashnikov Izhevsk State Technical University 

Application of LU- and QR-Methods to Solve the Task on Equilibrium Structure of Products of Chemical Reaction 

The paper considers the task about composition of chemically reacting mix of gases as a task about solving the system of nonlinear equations. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ МНОГОМЕРНЫХ МНОГОФАЗНЫХ  
РЕАГИРУЮЩИХ ТЕЧЕНИЙ 

 
Приводятся уравнения механики сплошных гетерогенных сред, кинетическое уравнение капельной среды, рассматриваются модели 

столкновений частиц, представлены уравнения сплошной среды из частиц для непрерывной модели столкновений. 
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Уравнения механики сплошных  
гетерогенных сред 

еноменологическая теория многоскоростно-
го континуума сформулирована и подробно 
описана в работах Р. И. Нигматулина [1], 

А. Н. Крайко [2], Л. Е. Стернина [3], И. М. Васени-
на [4]. Многоскоростной континуум представляет со-
бой совокупность N континуумов, каждый из которых 
относится к своей компоненте смеси и заполняет один 
и тот же объем, занятый смесью. Для каждого из со-
ставляющих континуумов в каждой точке определяет-
ся плотность iρ  (масса i-й составляющей в единице 
объема среды), скорость ,iv  ( 1, , )i N= …  и другие 
параметры. Субстанциональная производная, связан-
ная с движением i-й составляющей, имеет вид 

.i
i

d
dt t

∂
≡ + ⋅∇
∂

v  (1) 

Механика смесей строится на основе физиче-
ских законов сохранения массы, импульса и энер-
гии для каждой составляющей в некотором объеме 
смеси V, ограниченном поверхностью S, c учетом 
взаимодействия с внешней средой и с другими со-
ставляющими. 

Уравнения масс имеют вид 

1,

N
ni

i i ji
j j iV S V

dV v dS J dV
t = ≠

∂ρ
= − ρ +

∂ ∑∫ ∫ ∫  ( 1, , ),i N= …  (2) 

где jiJ  характеризует интенсивность перехода мас-
сы из j-й в i-ю составляющую в единице объема 
смеси и в единицу времени. Из закона сохранения 
массы при различных физико-химических превра-
щениях имеем ,ji ijJ J= −  0.iiJ =  Известная форму-
ла Гаусса – Остроградского записывается в виде 

Ф 
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.k k

S V

A dS Av dV⋅ = ∇∫ ∫v n  После применения этой 

формулы из (2) следуют дифференциальные уравне-
ния массы каждой составляющей 

1

N
i

i i ji
j

J
t =

∂ρ
+∇ ⋅ρ =

∂ ∑v  ( 1, , ).i N= …  (3) 

Уравнение сохранения массы смеси в целом по-
лучается суммированием (3) по i: 

0.
t

∂ρ
+∇ ⋅ρ =

∂
v  

Уравнения импульсов каждой составляющей 
можно представить в виде 

1,
( 1, , ),

n ni
i i i i

V S S
N

i i ji
j j iV V

dV v dS dS
t

g dV P dV i N
= ≠

∂ρ
= − ρ + σ +

∂

+ ρ + = …

∫ ∫ ∫

∑∫ ∫

i v v

 
(4)

 

где первое слагаемое правой части соответствует 
притоку импульса i-й составляющей через поверх-
ность S; второе и третье слагаемые – воздействию 
внешних поверхностных и массовых сил, приходя-
щихся на i-ю составляющую и характеризуемых тен-
зором kl

iσ  и вектором ;ig  jiP  представляет интен-
сивность обмена импульсом между i-й и j-й состав-
ляющими. Из закона сохранения импульса при 
различных взаимодействиях ,ji ijP P= −  0.iiP =  

Интегральным соотношениям (4) после примене-
ния формулы Гаусса – Остроградского соответству-
ют дифференциальные уравнения импульсов каждой 
составляющей 

1
( 1, , ).

k ki i
i i i

N
k k

i i i ji
j

v
t

g P i N
=

∂ρ
+∇ ⋅ρ =

∂

= ∇ σ +ρ + = …∑

v
v

 
(5)

 

С учетом (1) и (3) эти уравнения можно перепи-
сать в виде 

1
( )

N
k ki i

i i i i ji ji
j

d
g P J

dt =

ρ = ∇ σ +ρ + −∑v  ( 1, , )i N= … . (6) 

Балансовые уравнения для энергии каждой со-
ставляющей имеют вид, аналогичный (2), (4): 

1,
( 1, , ).
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i i i i

V S S
N

n
i i i ji i

j j iV V S
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dV E v dS dS
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Первое слагаемое в правой части соответствует 
притоку энергии i-й составляющей через поверх-
ность S; второе и третье слагаемые – работе внешних 

поверхностных (характеризуемой вектором ic ) 
и массовых сил, приходящихся на i-ю составляю-
щую; пятое слагаемое представляет приток тепла 
через поверхность S, характеризуемый вектором .iq  
Из закона сохранения энергии при взаимодействиях 

,ji ijE E= −  0.iiE =  
Интегральным соотношениям (7) после примене-

ния формулы Гаусса – Остроградского соответству-
ют дифференциальные уравнения сохранения энер-
гии составляющих 

1
( ) ,

N
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i i i i i i i i ji
j

E
E v g E

t =

∂ρ
+∇ ⋅ρ = ∇ ⋅ − + ρ +

∂ ∑c q v  (8) 
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В формулах (3), (5), (8) для описания конкретных 
механизмов обмена массой, импульсом и энергией 
должны быть определены источниковые члены 
в правых частях уравнений. 

Будем рассматривать среду, состоящую из несу-
щей газовой фазы и полидисперсных частиц, увле-
каемых газом. Обмен импульсом между газовой 
и дисперсной фазой осуществляется за счет силового 
взаимодействия, обусловленного вязкостью газа. 
Обмен массой между газовой и дисперсной фазами 
происходит при горении или испарении частиц, кон-
денсации на поверхности частиц. Энергией фазы 
обмениваются вследствие скоростной и температур-
ной неравновесности, а также при горении, испаре-
нии частиц, конденсации. Обмен массой, импульсом 
и энергией между различными фракциями частиц 
зависит от вида дисперсной фазы. Твердые монодис-
персные частицы между собой не взаимодействуют, 
за исключением поверхностей разрыва (жгутование 
частиц, отражение от твердой поверхности). Жидкие 
полидисперсные частицы, движущиеся с различны-
ми скоростями, при соударениях могут сливаться 
(коагулировать) и дробиться. В этом случае частицы 
различных фракций обмениваются массой, импуль-
сом и энергией. Для описания этого процесса необ-
ходимо строить модели взаимодействия частиц при 
столкновениях. 

Кинетическое уравнение капельной среды 
Кинетическая теория капельной среды с учетом 

вращения частиц при столкновениях построена 
и описана в работе И. М. Васенина и соавторов [4]. 
Вследствие разных начальных условий, различных 
масс и сопротивления капли движутся с различными 
скоростями. Если температура капель отличается от 
температуры газа, то между каплями и газовой сре-
дой будет происходить теплообмен. Образовавшиеся 
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в результате столкновения капли будут иметь разме-
ры, скорости, температуры и моменты вращения, 
отличные от первоначальных. В процессе столкно-
вений и некоторое время спустя жидкость в каплях 
движется нестационарно. Поэтому если столкнове-
ния происходят часто, то большее время капли будут 
находиться в нестационарном состоянии. В рабо-
те [4] для капли принята модель жидкой частицы, 
состояние которой однозначно определяется массой, 
вектором скорости, температурой, вектором момента 
количества движения, а также параметрами окру-
жающего ее газа. Эти условия соответствуют допу-
щениям: 

1. Нестационарные возмущения, вызванные про-
цессом взаимодействия капель, должны затухать до 
их следующего столкновения. 

2. Температура не должна существенно изменять-
ся по пространству внутри объема капли. 

3. Поле скоростей в капле должно мало отличать-
ся от поля скоростей эквивалентного твердого тела, 
скорость центра масс и угловая скорость вращения у 
которого совпадают со скоростью движения и вра-
щения капли. 

Для вывода кинетического уравнения в момент 
времени t рассматривается в окрестности точки r  
в объеме dr  группа частиц, параметры которых 
(масса, скорость, момент вращения, температура) 
находятся в диапазонах ( , ),m m dm+  ( , ),d+v v v  
( ),d+M,M M  ( , ).T T dT+  

Определим функцию распределения 
( , , , , )f m T tv,M r  так, чтобы произведение 
( , , , , )f m T t dmd d dT×v,M r v M  представляло собой 

число капель, которые в момент t находятся в объеме 
.dr  На каждую из частиц действуют со стороны газа 

сила сопротивления F  и момент силы .B  Величину 
теплового потока между каплей и газом обозначим q. 
Число частиц в группе в момент t dt+  не равно числу 
частиц в момент t, так как при столкновениях частицы 
изменяют свои параметры и, следовательно, выпада-
ют из рассматриваемого ансамбля. С другой стороны, 
в данную группу поступают частицы, образовавшиеся 
при столкновениях капель других групп. При прочих 
равных условиях число частиц, выпадающих из рас-
сматриваемой группы за счет столкновений, и число 
частиц, поступающих в нее, должно быть пропорцио-
нально фазовому объему dmd d dTdv M r  и промежутку 
времени .dt  Поэтому изменение числа частиц группы 
вследствие столкновений равно ,Kdmd d dTd dtv M r  где 
K – скорость изменения числа частиц в единице фазо-
вого пространства, называемая интегралом столкно-
вений. С помощью интеграла столкновений можно 
записать равенство 

, , , , ,

( , , , , , )
,

s

F qf m dt dt T dt dt t dt
m I mc

dmd d dT d
f m T t dmd d dTd

Kdmd d dTd dt

⎛ ⎞
+ + + + + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
′ ′ ′ ′× −

− × =
=

Bv M r v

v M r
v M r v M r

v M r

 

(10)

 

где параметры со штрихом означают новые значения 
на концах рассматриваемых интервалов. Якобиан 
преобразования с точностью до малых порядка 2( )dt  
имеет вид 

1 ,M
s

d d dT d

F B qd d dTd dt dt dt
m I T mc

′ ′ ′ ′ =

⎛ ⎞∂
= +∇ ⋅ +∇ ⋅ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

v

v M r

v M r (11)
 

где ,∇ ∇v M  – операторы градиента в пространствах 
скоростей и моментов вращения частиц. 

Разлагая в выражении (10) функцию f в ряд в мо-
мент t dt+  по промежутку dt  в окрестности точки t 
и используя соотношение (11) между объемами фа-
зового пространства, получим кинетическое уравне-
ние для функции f: 

,M
s

f qf f f f K
t m I T mc

∂ ∂
+ ⋅∇ +∇ ⋅ +∇ ⋅ + =

∂ ∂r v
F Bv  

где ∇r  – оператор градиента в пространстве .r  
Уравнения, описывающие движение множества 

частиц, существенно зависят от процесса столкнове-
ний капель, который преобразует сталкивающиеся 
частицы во вторичные капли с массами, скоростями, 
моментами и температурами, отличными от пара-
метров исходных частиц. Наиболее часто использу-
ют следующие модели столкновений. 

1. Модель с коагуляцией частиц и «заморожен-
ными» осколками. По этой модели частицы слива-
ются, когда суммарный момент системы сталкиваю-
щихся частиц меньше некоторого критического зна-
чения. Если этот момент больше критического, то 
параметры осколков совпадают с параметрами ис-
ходных частиц. Эта модель может рассматриваться 
лишь как предельный случай с минимальным взаи-
модействием частиц при столкновениях, приводя-
щих к дроблению. 

2. Равновесная модель. При столкновении двух 
капель они сначала сливаются и в образовавшейся 
капле устанавливается термодинамическое равнове-
сие. Если момент вращения образовавшейся частицы 
больше критического, то она распадается на два ос-
колка с массами, равными массам первоначальных 
частиц. Другие параметры осколков равны между 
собой. Недостаток этой модели заключается в неуче-
те реального распределения осколков по размерам. 

3. Модели А. А. Шрайбера [5, 6]. В основе этих 
моделей лежит среднестатистическое рассмотрение 
изменения массы частицы-мишени под воздействием 
потока частиц-снарядов. Масса каждой частицы-
снаряда jm  меньше массы частицы-мишени .im  

Изменение массы мишени imΔ  вычисляется по фор-
муле ,i ij jm mΔ = Φ  где ijΦ  – коэффициент, равный 
среднестатистическому значению относительной 
части массы частицы ,jm  присоединяющейся к час-
тице-мишени. Наряду с лидирующей частицей массы 

i i ij jm m m′ = +Φ  в этих моделях учитываются части-
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цы-осколки. По одной модели осколки предполага-
ются монодисперсными с массами, равными массе 
снарядов. В другой модели рассматривается непре-
рывное распределение частиц по размерам. 

Уравнения сплошной среды из частиц  
для непрерывной модели столкновений 
Наиболее простой вид имеют уравнения, описы-

вающие движение частиц, на основе непрерывной 
модели столкновения. Согласно непрерывной моде-
ли при всяком столкновении меньшей частицы 2m  
с большей частицей-мишенью 1m  изменение массы 

12 2mΦ  равномерно распределяется по всем частицам 
фракции 1.m  Одновременно предполагается, что при 
столкновении уничтожаются сразу все n частиц 
фракции 1,m  а количество движения и температура 
этой фракции изменяются так, как будто происходит 

столкновение частиц 1m  с частицами массы 2 .
m
n

 

Уравнения непрерывной модели получаются из 
общих уравнений для переноса какого-либо признака 
частицы и имеют следующий вид [4]: 
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В уравнениях (12) кроме независимых простран-
ственных переменных и времени присутствует пере-
менная m, повышающая размерность задачи, поэто-
му вводится на оси масс подвижная система коорди-
нат. В каждой точке , tr  ось масс делится на отрезки 

1[ ( , ), ( , )]p pm t m t+r r  и уравнение (12) для функции 

( )f m  интегрируется от pm  до 1.pm +  Если в началь-

ный момент времени взять некоторое конечное чис-
ло фракций частиц, то вследствие свойств непрерыв-
ной модели в процессе движения число фракций не 
будет меняться. Изменяться будут масса, число час-
тиц, их количество движения и энергия. Функция 

( )f m  в любой момент времени может быть записана 
в виде 
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для числа частиц каждой фракции. 
После интегрирования от pm  до 1pm +  уравнений 

(12) для остальных переменных получается система 
уравнений вида 

1

[ ]

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ;

s
s

s

s j s j s j
j

L

s j s j s j
j s

t

N K m m m m

K m m m m N

=

=

∂ρ
+∇ ⋅ ρ =

∂

Φ ρ −

− ρ Φ

∑

∑

r v

 

1

1

[ ]

( , ) ( )

( , )[1 ( , )] ( )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ;

s sk
s sk

s

s j s j jk sk
j

L

s j s j s j jk sk
j s

s

s sk j s j s j
j

L

s sk j s j s j s ks
j s

u
u

t

N K m m u u

K m m m m N u u

N u K m m m m

u K m m m m N N F

=

=

=

=

∂ρ
+∇ ⋅ ρ =

∂

= ρ − +

+ ρ −Φ − +

+ Φ ρ −

− ρ Φ +

∑

∑

∑

∑

r v

 (13) 

1

1

[ ] ( , ) ( )

( , )[1 ( , )] ( )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

s
s s s

s s s s j s j j s
j

L

s j s j s j j s
j s

s

s s s j s j s j
j

L

s s s j s j s j s s
j s

c T
c T N K m m E E

t

K m m m m N E E

N c T K m m m m

c T K m m m m N N q

=

=

=

=

∂ρ
+∇ ⋅ ρ = ρ − +

∂

+ρ −Φ − +

+ Φ ρ −

−ρ Φ +

∑

∑

∑

∑

r v

 

где 1, ,s L= K  – номер фракции; L – количество 
фракций; s s sm Nρ =  – масса частиц s-й фракции 
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в единице объема; sku  – проекция на ось kx  скоро-
сти капель этих фракций; sT  – ее температура. 

Система уравнений замыкается уравнением для 
изменения массы частиц s-й фракции 

1
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= Φ ρ∑  (14) 

Рассмотренные модели взаимодействия дисперс-
ных частиц, взятые из работ [4, 5, 6], успешно при-
менялись при проведении численных исследований 
двухфазных течений в одномерной и многомерной 
постановках авторами этих работ. Это дает основа-
ние для их использования при численном моделиро-
вании трехмерных многофазных течений в областях 
со сложной геометрией. 
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