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РАСЧЕТ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
СПИРОИДНОЙ ПЕРЕДАЧИ ПРИ ДЕЙСТВИИ ПИКОВОЙ НАГРУЗКИ 
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Рассмотрена задача анализа тяжелонагруженной низкоскоростной  многопарной спироидной передачи 

с учетом влияния упругого контактного, изгибно-сдвигового и упругопластического контактного взаимодей-
ствия зубьев колеса и витков спироидного червяка. Обоснован отказ от метода конечных элементов (МКЭ), 
обычно широко применяемого для решения задач нагруженного контакта. Задача анализа упругопластически 
нагруженной передачи рассмотрена как комбинация для двух задач: традиционного анализа упругонагружен-
ного контакта и синтеза – поиска требуемой геометрии пластически деформированных поверхностей спи-
роидной передачи. Приводится разработанный алгоритм расчета распределения нагрузки с учетом упругого 
и упругопластического характера контакта, многопарности и наличия макронервоностей на контактирую-
щих поверхностях спироидной передачи. Описаны допущения, принятые при разработке алгоритма. Дано 
описание выбора допустимого контактного напряжения, которое учитывает сложный геометрический 
профиль контактных поверхностей. Приводятся числовые примеры, полученные в результате работы пред-
ложенного алгоритма, представленные в виде графиков, демонстрирующие его работоспособность и на-
глядность получаемых результатов. Представлены материалы по эксплуатации тяжелонагруженных низко-
скоростных спироидных передач, подтверждающие достоверность получаемых результатов предложенного 
алгоритма. Даны рекомендации по локализации контакта на рабочих поверхносиях спироидной передачи. 
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Введение 
рименение инженерных методик для 
оценки напряженно-деформированного 
состояния весьма затруднительно, по-

скольку спироидное зацепление имеет про-
странственное многопарное зацепление со 
сложной геометрией рабочих поверхностей [1]. 
Пожалуй, самым распространенным методом 
анализа напряженно-деформированного со-
стояния является метод конечных элементов 
(МКЭ), но он обладает рядом существенных 
недостатков: 

– ростом погрешностей вычислений при 
оценке напряжений на относительно неплавно 
сопряженных переходных участках зубьев у их 
оснований; 

– резким возрастанием вычислительной 
сложности для случая многопарного контакта; 

Кроме того, использование распространен-
ных в практике подобных расчетов КЭ-про-
грамм подразумевает преобразования форматов 
файлов с данными о нагружаемых объектах, что 
вносит в расчет дополнительную погрешность. 

Также распространение получили восходя-
щие к работам К. И. Заблонского [2], Г. И. Ше-
велевой [3, 4], Э. Л. Айрапетова [5] методы ана-
лиза нагруженного зубчатого зацепления, ко-
торые сводятся к многократному решению 

системы линейных уравнений, описывающих 
условия совместности перемещений точек кон-
тактирующих поверхностей. Эти методы легли 
в основу предложенного нами метода расчета 
напряженно-деформированного состояния мно-
гопарной зубчатой передачи при действии пи-
ковой нагрузки.  

Модель упругопластически нагруженного 
контакта 
Наиболее опасным с точки зрения поломки 

зубьев является приложение перегрузочного 
вращающего момента, кратно превышающего 
номинальный момент, например, в момент «су-
хого» старта передачи под нагрузкой, после че-
го вращающий момент резко снижается до но-
минального. При этом на рабочих поверхностях 
спироидной передачи появляются участки смя-
тия (рис. 1). Данные участки напоминают по 
своей форме мгновенные площадки контакта, 
только, безусловно, меньших размеров. Они ис-
кажают исходную геометрию, причем в отличие 
от износа и смятия поверхностей, возникающих 
при приработке передачи, не выравнивают на-
грузку в зацеплении, а напротив, могут привес-
ти к ее концентрации в соседних с перегружен-
ной фазах зацепления и неплавности работы 
передачи. Кроме того, при значительной вели-
чине пластической деформации возможно обра-
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зование зон предразрушения зубьев, обуслов-
ленное ограниченностью пластичности мате-
риала. Для оценки этого явления разработан ме-
тод расчета с учетом специфики спироидного 
зацепления.  

 

 
Рис. 1. Площадки смятия на зубьях колеса 

В нашей модели приятны следующие допу-
щения:  

– рассматривается уровень нагружения, ко-
гда контактное смятие на площадке контакта 
появилось и не продолжается (а не случай 
сверхнагружения, когда пластическая деформа-
ция прогрессирует до поломки зуба); 

– не учитывается влияние микронеровностей 
(Ra 1,6…0,8) на рабочих поверхностях передачи 
ввиду их малого влияния. 

Предлагаемая в настоящей статье модель 
основана на модели анализа упругого нагру-
женного контакта, разработанной Е. С. Труба-
чевым и А. С. Кузнецовым и изложенной в ра-
ботах [6, 7]. Перед анализом найдено исходное 
положение звеньев передачи (с учетом погреш-
ностей), при котором зазор между зубьями 
в какой-либо точке или каких-либо точках равен 
нулю. В остальных точках боковых поверхно-
стей имеется зазор S0, больший нуля. В дискре-
тизированном представлении многократно ста-
тически неопределимой системы с односторон-
ними связями для ячеек боковых поверхностей 
зубьев, участвующих в передаче нагрузки, 
должны выполняться условия 
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где 0kmS  – исходный (до приложения нагрузки) 
зазор между km-ми ячейками поверхностей 
в положении звеньев, когда в одной из ячеек 
зазор равен нулю; kmk mv ′ ′  – значение функции 
влияния, определяющее перемещение в km-х 

ячейках поверхностей при приложении единич-
ной нагрузки в k'm'-х ячейках; 2kmϕΔ  – относи-
тельное перемещение km-х ячеек в результате 
сближения звеньев при нагружении передачи; 

2k mr ′ ′  – плечо действия силы ,k mF ′ ′  приложенной 
в k'm'-м узле, относительно оси колеса. Первые 
km уравнений системы (1) есть условия совме-
стности перемещений точек контактирующих 
участков зубьев, последнее уравнение – уравне-
ние равновесия моментов, развиваемых силами, 
приложенных в ячейках, и внешнего момента 
T2, приложенного к колесу передачи. 

Решение (1) находится по следующему ите-
рационному алгоритму (с уточнением сближе-
ния звеньев, области контакта и величины при-
ложенных сил). 

1) Задается величина первоначального сбли-
жения звеньев ( ) ( )1

2 2
n

ϕ ϕΔ = Δ  (здесь и далее по ходу 
изложения алгоритма n – номер итерации). 
В результате этого образуется область D(1) с вне-
дрением зубьев друг в друга. 

2) В указанной области определяется нуле-
вое приближение дискретно приложенных сил 

( ) ( )1n
km kmF F=  c учетом условия равновесия сил 

пропорционально образовавшимся внедрениям 
( )1

0 2–km kmS ϕΔ  следующим образом: 

 ( ) ( )1 1
0 2–  ;km km kmf S ϕ= Δ  (2) 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 .km km km km

D
F T f f r= ∑  (3) 

Последующие шаги алгоритма относятся как 
к первой, так и ко всем последующим n-м ите-
рациям. 

3) Область D разделяется (рис. 2): 
– на ячейки первого типа, в которых напря-

жения настолько велики, что контактное смятие 
охватывает эти ячейки целиком: 

 [ ] ,n
h km hσ ≥ σ  (4) 

где n
h kmσ  – контактное напряжение km-й ячейки, 

МПа; [ ]hσ  – допустимое контактное напряже-
ние, МПа; 

– ячейки второго типа, где происходит упру-
гое деформирование; 

– ячейки третьего типа, где нет контакта. 
Поскольку на первых итерациях величина 

первоначального сближения «произвольна», 
шаг 3 на первых итерациях опускается; ниже 
данный вопрос рассмотрим подробнее. 
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Рис. 2. Положение ячеек  

на рабочей поверхности передачи 

4) Определяются упругие wkm, пластические 
wpkm перемещения точек в результате прило-
жения сил и соответствующие им невязки ξkm 
первых km уравнений системы (1): 

 ( )1 2 ;km k m kmk m kmk m k m kmk m
D D

w F v v F v′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + =∑ ∑  (5) 

 [ ]( 1) ( 1)
 ( )

 

1 ;hn n
p km km n

h km

w w k+ −
⎛ ⎞⎛ ⎞σ

= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟σ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (6) 

 ( 1) ( ) ( 1)
 ,n n n

p km pkm pkmw w w+ += − Δ  (7) 

где ( 1)n
pkmw +Δ  – поправка для пластического пере-

мещения; 

 ( ) ( ) ( )
0 2– .n n n

km km km kmw S ϕξ = + Δ  (8) 

Пластические перемещения в km-й ячейке 
определяются первый раз по формуле (7) на n-й 
и, как было сказано выше, не первой итерации. 
В дальнейшем величина пластического переме-
щения редактируется по величине значения не-
вязок. При этом если пластическое перемеще-
ние в km-й ячейке становится отрицательным, 
то данная ячейка становится ячейкой второго 
типа, а пластическое перемещение приравнива-
ется нулю. 

Сила в km-й ячейке первого типа приравни-
вается допустимой, рассчитанной в зависимости 
от допустимого контактного напряжения. 

5) Определяется средняя величина невязок 
в области D, приведенная к углу поворота ко-
леса: 

 ( )
ср 2

1( ) .n
km km

D
n r

I
ξ = ξ∑  (9) 

6) Выбранная величина сближения ( )
2

n
ϕΔ  для 

следующей (n + 1)-й итерации корректируется 
на величину средней невязки: 

 ( ) ( ) ( )1
2 2 ср .n n n+

ϕ ϕΔ = Δ + ξ  (10) 

7) Невязки ξkm корректируются при новой ве-
личине сближения ( )1

2
n ;+

ϕΔ  

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
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ср 2 .

–

–

n n n
km km p

n
km kmkm

n n
k mm k

S w w

r

+
ϕ= + + Δξ =

= ξ ξ
 (11) 

8) Корректируется область D (число km 
уравнений системы (1)). 

После коррекции величины сближения (11) 
к области D нужно добавить те ячейки из нена-
груженных на n-й итерации, для которых 

( ) 0.n
kmξ <  

9) Определяются поправки ( )1n
kmF +Δ  к дис-

кретно приложенным силам: 
– в ячейках 1-го типа величина поправки дис-

кретно приложенной силы равна нулю; 
– в ячейках второго типа величина поправки 

дискретно приложенной силы определяется 
в зависимости от значения невязок, описание 
и обоснование данного подхода подробно изло-
жено в работе [8]. 

10) Определяются значения сил на следую-
щей итерации: 

 ( ) ( ) ( )1 1 .n n n
km km kmf F F+ += + Δ  (12) 

11) Вновь корректируется область D (число 
km уравнений системы (1)). 

Из нее исключаются ячейки с отрицательны-
ми значениями 1( ) ,n

kmf +  для оставшихся ячеек 
значения сил корректируются из условия их 
равновесия: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1
2 2

1 1 1
2 .

n
km p

n n n
km km p km km

D

F T T

f f f r

+

+ + +

= − ×

× −∑
 

(13)
 

Так же, как и для шага 9, в ячейках первого 
типа не происходит изменения значения силы. 

12) Проверка условия достижения величины 
коррекции сил (шаг 9) заданной допустимой ма-
лой величины. При отрицательном результате 
производится возврат на шаг № 3, на котором 
проверяется, изменился ли тип ячейки в резуль-
тате изменения сближения звеньев. 
Конец алгоритма. 
Обратимся теперь к вопросу об определении 

допустимого контактного напряжения и какой 
коэффициент запаса при этом учитывать. В ра-
ботах [9, 10] рассмотрен вопрос об определении 
нормальных напряжений для контактирующих 
твердых тел различной начальной формы. Пока-
зано, что при вдавливании в идеальное жестко-
пластическое полупространство цилиндриче- 
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ского пуансона с плоской подошвой и произ-
вольной выпуклой односвязной формой контура 
в плане контактное напряжение изменяется 
в интервале 2,571…2,97 от придела текучести 
(σt), а для поверхностей свободной формы при-
ведены уточняющие зависимости. 

Величину предела текучести можно взять 
в стандарте на материал или провести самостоя-
тельные испытания конкретного образца. Также 
можно воспользоваться статистическими форму-
лами, позволяющими определить предел текуче-
сти в зависимости от твердости материала. По-
добный подход, например, описан в работе [10]. 

При корректировке пластического переме-
щения в km-й ячейке очевидно, что, как и для 
корректировки сил, в этом случае необходимо 
использовать имеющиеся на данный момент 
значения невязок. Но на первых итерациях зна-
чение невязки велико и в зависимости от уровня 
нагружения передачи может достигать 1 мм 
и более, что значительно больше того уровня 
пластических перемещений, который, по наше-
му мнению, не должен быть превышен для нор-
мальной работы передачи. По этой причине мы 
начинаем корректировать пластическое пере-
мещение с итераций, в которых невязки не пре-
вышают некоторой заданной величины (напри-
мер, по опыту расчета спироидных передач со 
стальными закаленными колесами и червяками 
это разумно делать при средней невязке около 
2×10–6 радиана, что для передач средних разме-
ров соответствует ≈ 1 мкм). Что касается зави-
симости для расчета величины корректировки, 
мы предлагаем использовать следующую: 

( )ср( 1) ,
2

n m
kmn

pkm pw k+
ξ + ξ

Δ =  

где kp – коэффициент, учитывающий влияние 
упругой составляющей в невязке. 

На рис. 3–6 в качестве примера, демонстри-
рующего работоспособность алгоритма, приве-
дены результаты расчета нагруженности пере-
дачи с параметрами, приведенными в таблице, 
при нагрузочном моменте 5000 Нм и допусти-
мом уровне контактных напряжений 2000 МПа. 
Расчет выполнялся при нагружении правой по-
верхности колеса. В частности показаны графи-
ки распределения пластического перемещения 
ячеек в участках смятия, полученного в одной 
фазе зацепления и условно спроецированного на 
поверхность одного зуба спироидного колеса, 
для случаев: 

– сопряженного контакта в отсутствии по-
грешностей (рис. 3); 

– сопряженного контакта при учете повы-
шенной податливости узлов колеса и червяка 
(соответствует погрешности межосевого угла 
в передаче 0,1/30) (рис. 4); 

– контакта, локализованного по высоте 
и длине зуба (рис. 5); 

– контакта, локализованного по высоте 
и длине зуба при учете макронеровностей (ог-
ранки) на поверхности колеса высотой до 
20 мкм (рис. 6). 

 
Основные параметры тестовой передачи 
Межосевое расстояние, мм 60 
Осевой модуль червяка, мм 2,75 
Передаточное число 46 : 1 
Наружный диаметр червяка, мм 42 
Внешний / внутренний диаметры колеса, 

мм 175 /138
Коэффициенты высоты головки / ножки 1 / 1,2 
Углы профиля правой / левой  10° / 30°
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Рис. 3. Площадки смятия при сопряженном контакте  
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Рис. 4. Площадки смятия при сопряженном контакте  

при учете повышенной податливости узлов колеса и червяка 

Высота, мм
Радиус, мм

П
ла
ст
ич
ес
ко
е 
см
ят
ие

, м
м

 
Рис. 5. Площадки смятия при локализованном контакте 
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Рис. 6. Площадки смятия при локализованном контакте и макронеровностях 



Машиностроение и машиноведение 

 

29

Как можно заметить из рисунков, в каждом 
варианте по длине зуба площадки смятия имеют 
различную форму и глубину, что объясняется 
неравномерностью распределения нагрузки ме-
жду зубьями в многопарном зацеплении и раз-
личной степенью податливости участков зуба 
колеса и червяка. 

При этом неизменным остается высокий 
уровень смятия на носке (в других фазах кон-
такта пятке) зуба колеса, что можно объяснить 
меньшей  площадью контакта на крае зуба коле-
са при сопоставимом уровне нагружения кон-
тактируемых площадок по всему зубу. Эта си-
туация усугубляется при появлении погрешно-
стей изготовления и монтажа (рис. 6) из-за 
концентрации нагрузки в этой области и вызы-
вать поломку (рис. 7). Введение локализации 
контакта позволит значительно улучшить си-
туацию и более равномерно распределить на-
грузку по всему зубу колеса. 

 

 
Рис. 7. Поломка носка зуба колеса 

Предложенный алгоритм позволит учитывать 
появление макронеровностей (огранки), при ко-
торых величина наибольшего смятия сосредото-
чена на их вершинах. При последующей эксплуа-
тации передачи происходит примятие выступов 
(рис. 8), что во многом является положитель-
ным явлением. Предложенный алгоритм в пер-
вую очередь ориентирован на статическое на-
гружение, но он может стать и основой более 
общего алгоритма анализа упругопластического 
контакта, распространяющегося по зубьям. 

 

 
Рис. 8. Смятие макронеровностей 

Для этого необходимо аппроксимировать 
мгновенные площадки смятия в различных фа-
зах и получить общую картину смятия по всей 
поверхности передачи (рис. 9). 

 

 

Рис. 9. Аппроксимация  
мгновенных площадок смятия 

Выводы 
Таким образом, приведенные в статье алго-

ритмы расчета распределения нагрузки в мно-
гопарном спироидном зацеплении позволяют 
оценить область смятия и ее величину на рабо-
чей поверхности спироидного колеса и червяка 
при воздействии пиковой нагрузки в любой 
произвольной фазе работы передачи. Данные 
результаты расчета при соотношении их с дан-
ными эксплуатации спироидных передач позво-
лят разработать рекомендации по выбору до-
пустимых пиковых нагрузок. 
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Analysis of Mode of Deformation for Spiroid Gears under Peak Loads 

 
А. М. Sannikov, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 

 
The paper describes the analysis of heavy-loaded low-speed multi-pair spiroid gears under the effect of elastic 

contact, bending and shearing, and elastoplastic contact interaction of gearwheel teeth and worm threads. Rejection 
from the finite-element method widely used for solving the problems of loaded tooth contact is substantiated. Analysis 
of elastically and plastically loaded gears is considered as the set of two problems: traditional analysis of the elasti-
cally loaded contact and synthesis, that is, the search for the required geometry of plastically deformed surfaces of 
spiroid gears. The developed algorithm for analysis of load distribution with account of elastic and elastoplastic con-
tact condition, multi-pair contact and macro-roughnesses on contacting surfaces is presented. Allowances taken 
within the development of the algorithm are described. Choice of the allowable contact stress that considers the com-
plex geometrical profile of contacting surfaces is described. The proposed algorithm allowed for obtaining the nu-
merical results presented as diagrams and demonstrating the workability of the algorithm and the clarity of the ob-
tained results. The presented information on operation of heavy-loaded low-speed spiroid gears proves the veracity of 
the proposed algorithm. Recommendations on contact localization on work surfaces of spiroid gears are given. 
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