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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ПЛАНЕТАРНЫХ ПЕРЕДАЧ  
С ЭЛЕМЕНТАМИ ПОВЫШЕННОЙ ПОДАТЛИВОСТИ 
 
И. А. Пушкарев, аспирант, ИжГТУ имени М. Т. Калашникова, Ижевск, Россия 
 

Повышенная податливость элементов планетарной передачи способствует выравниванию нагрузки в за-
цеплениях колес, но создает опасность возникновения нежелательных колебаний. Актуальной является зада-
ча исследования динамики планетарных передач с элементами повышенной податливости. 

Планетарная передача представлена набором твердых тел (зубчатых колес), соединенных пружинами, 
моделирующими упругие связи в зубчатых парах. Гибкий эпицикл представлен в виде частей обода и упруго 
связанных отдельных зубьев, находящихся в данный момент в зацеплении. 

Математическая модель динамики планетарного механизма составлена на основе уравнений Лагранжа 
второго рода. Учтено девять обобщенных координат. В обобщенные силы входят: моменты двигателя, сил 
полезного сопротивления и трения; момент, обусловленный кручением упругого вала солнечной шестерни; 
упругие силы в зацеплении колес, в осях сателлитов, между отдельными зубьями эпицикла. 

В первом приближении считается, что угловая скорость водила постоянна. Принимается также, что 
сумма моментов двигателя, сил полезного сопротивления и трения равна нулю, центр масс сателлита отно-
сительно водила не перемещается. Система из девяти дифференциальных уравнений сведена к двум уравне-
ниям свободных колебаний сателлита и солнечной шестерни. Жесткость в зубчатом зацеплении выражена 
через модуль упругости и ширину венца зубчатых колес. Моменты инерции колес приняты как у сплошных 
дисков; массы колес определяются c учетом коэффициента заполнения. 

Получены аналитические зависимости для собственных частот свободных колебаний сателлита и сол-
нечной шестерни вследствие податливости зубьев. Исследовано влияние диаметра солнечной шестерни 
и передаточного отношения планетарного механизма на значения собственных частот. Сделан вывод 
о влиянии увеличения податливости элементов планетарной передачи на нежелательные колебания сател-
лита и солнечной шестерни. 
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Введение 
ланетарные передачи нашли широкое 
распространение в технике благодаря 
хорошим массогабаритным показате-

лям, сравнительно малым потерям мощности на 
трение, возможности реализации большого пе-
редаточного отношения. Наличие в зацеплении 
одновременно нескольких пар зубьев позволяет 
достичь высокой нагрузочной способности, что 
выгодно отличает эти передачи от рядных зуб-
чатых передач [1, 2]. В последнее время разра-
ботаны новые конструкции планетарных пере-
дач с повышенной податливостью элементов 
передачи [3–5]. Такое исполнение планетарной 
передачи, с одной стороны, способствует вы-
равниванию нагрузки в зацеплениях колес [6–8], 
с другой – создает опасность выхода передачи 
из строя в результате возникновения больших 
напряжений в податливых элементах передачи 
[9, 10], а также возникновения нежелательных 
колебаний [11, 12]. 

В связи с этим актуальной является задача 
исследования динамики новых конструкций 

планетарных передач [13–15]. Особенно это ак-
туально для высоконагруженных планетарных 
механизмов, работающих при больших скоро-
стях вращения [16, 17]. 

Динамическая модель колебаний  
планетарного механизма 
Зубчатая передача, которая в общем случае 

рассматривается как система с распределенны-
ми параметрами, может быть сведена к системе 
с сосредоточенными параметрами, а связи, на-
ложенные на зубчатые колеса, заменены силами 
упругости, чтобы избежать принципиального 
различия дифференциальных уравнений, опи-
сывающих поведение элементов с распределен-
ными и сосредоточенными параметрами [18]. 
В связи с этим динамическая модель планетар-
ного редуктора представляет из себя набор 
твердых тел (зубчатых колес), соединенных 
пружинами, моделирующими упругие связи 
в зубчатых парах, а гибкий эпицикл представлен 
в виде частей обода и упруго связанных отдель-
ных зубьев, находящихся в данный момент 
в зацеплении (рис. 1, 2). 

П 
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Рис. 1. Расчетная схема планетарного механизма в виде системы твердых тел 

 
Рис. 2. Податливые элементы 1, 2, 3-го неподвижного колеса b 

Математическая модель колебаний плане-
тарного механизма составляется на основе 
уравнений Лагранжа второго рода 

j
j j

d T T Q
dt q q

⎛ ⎞∂ ∂
− =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 ( 1, 2, , ).j s= …  Динамиче-

ская модель системы зубчатой пары должна 
учитывать поперечные и крутильные колебания 
колес [19]. В связи с этим обобщенными коор-
динатами 1, , sq q…  являются:  

giх  и giу  – смещения центра масс giС  сател-
лита gi из-за податливости оси; 

bijх  и bijу  – смещения участков гибкого коле-
са b с массами bijm  в момент прохождения i-го 
сателлита; 

aх  и aу  – смещения центра масс aС  шестер-
ни относительно неподвижной точки О из-за 
податливости вала; 

hϕ  – абсолютный угол поворота водила в ус-
тановившемся движении; 

giϕ  – относительный угол поворота сателлита 
gi относительно положения сателлита в устано-
вившемся движении (из-за податливости зубьев); 
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aϕ  – относительный угол поворота шестерни 
относительно положения шестерни в устано-
вившемся движении (из-за податливости вала 
и зубьев). 

В соответствии с выбранными обобщенными 
координатами абсолютные угловые скорости 
сателлитов и солнечной шестерни равны сум-
мам угловых скоростей в установившемся дви-
жении hiϕ  и относительных скоростей gϕ  и :aϕ  

абс ,g gh h giϕ = ϕ + ϕ   абс .a ah h aiϕ = ϕ + ϕ  

В обобщенные силы jQ  входят: момент дви-
гателя дв ;M  момент сил полезного сопротивле-
ния п.с ;M  момент сил трения тр 0;M =  момент, 
обусловленный кручением упругого вала сол-
нечной шестерни кр ;aM  упругие силы в зацеп-
лении колес b, g nbgF  и g, a ;nagF  упругие реак-
ции осей сателлитов gi со стороны водила h 

;hgiF  упругие силы между отдельными зубьями 
эпицикла .bijF  

Кинетическая энергия системы складывается 
из кинетических энергий смещаемых участков 
гибкого неподвижного колеса b; n сателлитов g; 
водила h; центральной (солнечной) шестерни а 

(рис. 1): 
1 1

.
k n

bi gi h a
i i

T T T T T
= =

= + + +∑ ∑  

После подстановки скоростей тел системы 
получена полная кинетическая энергия системы: 
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Составлены уравнения Лагранжа второго ро-
да по каждой из обобщенных координат. Таким 
образом, получена система из девяти диффе-
ренциальных уравнений второго порядка, пер-
выми из которых являются уравнения по обоб-
щенным координатам gϕ  и :aϕ  

 ( ) ;
g h gh g g

тр bg g wg ga a wa a wg wg

I i I

M с r с r r r

ϕ + ϕ =

= − − ϕ + ϕ − ϕ
 

(1)
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2

2

п.с дв тр

3 6 3

6 3 3

3 3 3

3

.

g w h g g g h g h
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ha hg

m a m у y m у

m х x m х m а x

m x у m x у I i

I i I I i I i
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+ ϕ + ϕ − −

− + + ϕ +
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(2)

 

Аналитическое решение системы  
дифференциальных уравнений 
В первом приближении считается, что угло-

вая скорость водила постоянна: const;h hω = ϕ =  
0.hϕ =  Принимается также тр 0,M =  

п.с дв тр 0.ha hgM M i M i− + − =  Центр масс сателлита 
относительно водила не перемещается: 

1 1 1 0,g g gх х х= = =  1 1 1 0.g g gy y y= = =  Тогда 
уравнения (1) и (2) принимают вид 

 ( )2 2 0;g g bg wg ga wg g ga wa wg aI с r с r с r rϕ + + ϕ − ϕ =  (3) 

 3 0.g gh g a ah aI i I iϕ + ϕ =  (4) 

Уравнение (4) представляет собой уравнение 
второго порядка с разделяющимися перемен-
ными. После интегрирования и подстановки 
выражения для aϕ  в уравнение (3) получено 
уравнение свободных колебаний сателлита 
вследствие податливости зубьев: 

2 0,g gkϕ + ϕ =  

где k – собственная частота: 

 
( ) 2

2 3
.bg ga wg ga wa wg gh

g a ah

с с r с r r i
k

I I i
+

= +  (5) 

Чтобы проанализировать влияние факторов на 
величину собственной частоты, использованы 
известные зависимости. Жесткость в зубчатом 
зацеплении определяется модулем упругости 
материала Е и шириной венца зубчатых колес: 

0,075bg ga wc c Eb= =  [20]. Моменты инерции ко-
лес I вычисляются как у сплошных дисков; мас-
сы колес определяются c учетом коэффициента 
заполнения сателлита gk  и солнечной шестерни 

:ak  
2

,
2

g wg
g

m r
I =  

2

,
2
a wa

a
m rI =  2 ,g g wg wm k r b= ρπ  

2 ,a a wa wm k r b= ρπ  где ρ – плотность материала ко-
лес, wb  – ширина венцов. Тогда 
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2
2 3

1,50,3 1 .wg gh

g wg a wa ah

r iEk
k r k r i

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

πρ ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

В рассматриваемой схеме планетарной пере-

дачи ( )0,5 1 ;wg war i r= −  0,5 ;
0,5 1gh

ii
i

=
−

 .ahi i=  

Отсюда 

( )
2

22

0,3 1 0,75 .
0,5 1wa ag

Ek
r kk i

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +

πρ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Принимается, что 112,1 10E = ⋅ Па, ρ =  
= 7800 кг/м3, 0,8;gk =  1,0.ak =  

На рис. 3, 4 показаны зависимости собствен-
ной частоты от радиуса делительной окружно-
сти солнечной шестерни war  и передаточного 
отношения механизма i. 

 

 

Рис. 3. Собственная частота k  
при изменении радиуса солнечной шестерни 

 

Рис. 4. Собственная частота k  
при изменении передаточного отношения 

При принятых допущениях 
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( ) ( )

3

3

0

3 1,5 0,5 1
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g

a

I i k i
I i k

k i
A kt

k

−
ϕ = ϕ = ϕ =

−
= + α

 

и солнечная шестерня имеет ту же собствен-
ную частоту k, но амплитуду колебаний 
в ( )31,5 0,5 1g ak i k−  раз большую, чем ампли-
туда колебаний сателлита А. При 0,8;gk =  

1,0ak =  и 8i =  амплитуда колебаний солнечной 
шестерни вследствие податливости зубьев в 32 
раза больше, чем амплитуда колебаний сателлита. 

Анализ результатов 
Таким образом, получена система дифферен-

циальных уравнений динамики планетарной 
передачи с девятью степенями свободы. Путем 
ряда допущений получены аналитические зави-
симости для собственных частот сателлита 
и солнечной шестерни, совершающих колеба-
ния вследствие податливости зубьев. Собствен-
ные частоты зависят от упругих свойств и плот-
ности материала зубчатых колес, размеров сол-
нечной шестерни и передаточного отношения 
планетарного механизма. При увеличении диа-
метра солнечной шестерни собственная частота 
уменьшается. При увеличении передаточного 
отношения до значения 5i =  собственная час-
тота быстро уменьшается, при дальнейшем уве-
личении i уменьшение собственной частоты не-
значительно. 

Выводы 
Увеличение податливости элементов плане-

тарной передачи со стальными зубчатыми ко-
лесами не приводит к уменьшению собствен-
ных частот колебаний, возникающих вследст-
вие податливости зубьев, до значений угловых 
скоростей зубчатых колес и частот внешних 
воздействий. Это означает малую вероятность 
возникновения нежелательных колебаний 
в планетарных передачах вследствие податли-
вости зубьев. Тем не менее значительная раз-
ница в амплитудах свободных колебаний сол-
нечной шестерни и сателлита не исключает 
повышенных напряжений в зацеплении зубча-
тых колес. 

Кроме того, высокие значения собственных 
частот дают возможность разделения колебаний 
сателлитов и солнечной шестерни вследствие 
податливости зубьев и колебаний податливых 
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осей сателлитов, то есть раздельного решения 
системы дифференциальных уравнений дина-
мики планетарной передачи. Последнее необхо-
димо для анализа влияния податливости осей 
сателлитов на динамические характеристики 
планетарной передачи. 
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Modeling of Dynamics of Planetary Gears with Elements of the Increased Flexibility 
 

I. A. Pushkarev, Post-graduate, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 
 
The increased elements flexibility of planetary gear promotes load alignment in wheel meshing, but creates danger 

of undesirable vibrations emergence. The research problem of dynamics of planetary gears with elements of the in-
creased flexibility is relevant. 

The planetary gear is presented by a set of solid bodies (gearwheels) connected by the springs modeling elastic 
constraints in gear pair. The flexible epicycle is presented in the form of gear rim parts and separate teeth with elastic 
constraint between them which are at present in meshing. 

The mathematical model of dynamics of the planetary mechanism is made on the basis of Lagrange’s equations of 
the second kind. Nine generalized coordinates are considered. The generalized forces are: moments of the engine, 
forces of friction and useful resistance; the moment caused by torsion of an elastic axle of a sun gearwheel; elastic 
forces in wheels meshing, in satellites axles, between separate teeth of an epicycle. 

As a first approximation it is considered that planetary carrier’s angular speed is constant. It is also accepted that 
the sum of the moments of the engine, forces of friction and useful resistance is equal to zero; and the mass center of 
the satellite with respect to the planetary carrier doesn’t move. The system of nine differential equations is reduced to 
two equations of free vibrations of the satellite and a sun gearwheel. The meshing rigidity is expressed via the Young 
modulus and face width of gearwheels. The moments of inertia of wheels are accepted as for continuous disks; masses 
of wheels are determined with account of the filling coefficient. 

Analytical dependences for natural frequencies of free vibrations of the satellite and a sun gearwheel owing to 
teeth flexibility are received. Influence of a sun gearwheel diameter and gear ratio of the planetary mechanism on 
values of natural frequencies is investigated. The conclusion is made for the influence of the increased compliance of 
planetary gear elements on undesirable vibrations of the satellite and the sun gearwheel. 

 
Keywords: planetary gear, elements flexibility, dynamic, vibrations, natural frequency. 
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