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Рассматривается твердотельный волновой гироскоп – измерительный прибор, работающий в режиме 

свободных колебаний. Из-за различных погрешностей искажается эффект Брайана, который лежит в осно-
ве работы прибора. Рассматриваются явления, искажающие эффект Брайана и ухудшающие точность при-
бора – собственный уход волны (дрейф), нелинейность выходного сигнала, шумы. Приводятся причины воз-
никновения дрейфа и нелинейности. Формулируется общая задача и методика увеличения точности прибора 
за счет использования моделей дрейфа и нелинейности. Приводятся подходы к оценке значений скорости 
дрейфа волны и нелинейности выходного сигнала для обработки и получения параметров, которые в даль-
нейшем будут использоваться в работающем приборе для увеличения точности выходного сигнала. Изуча-
ются факторы, влияющие на дрейф твердотельного волнового гироскопа. Приводятся различные сущест-
вующие модели дрейфа. Описываются недостатки и особенности существующих моделей. Обосновывается 
необходимость учета в модели температурных влияний. Приводится зависимость резонансной частоты от 
температуры. Обосновывается возможность использования значений резонансной частоты в работающем 
приборе. Для оценки параметров дрейфа предлагается использовать модель двух переменных. Зависимость 
от углового положения волны аппроксимируется гармоническими функциями; зависимость дрейфа от резо-
нансной частоты предлагается аппроксимировать с помощью сплайнов. Выводятся формулы для расчета 
параметров по результатам измерений дрейфа. Анализируются особенности предложенной модели. Модель 
может быть использована как для аппроксимации данных, так и для последующей компенсации погрешности 
в работающем приборе. Описывается возможность использования полученной модели для исследований зави-
симости дрейфа от скорости нагревания. 
 
Ключевые слова: измерительный прибор, твердотельный волновой гироскоп, погрешности прибора, дрейф, 
компенсация дрейфа, сплайн. 

 
 

Введение 
ак известно, твердотельные гироскопы, 
впервые разработанные в начале 80-х 
гг. XX в., основаны на управлении дву-

мя стоячими волнами в физическом теле – резо-
наторе, который может быть как осесимметрич-
ным, так и циклически симметричным. Твердо-
тельные гироскопы имеют ряд уникальных пре-
имуществ перед приборами других типов, 
заключающихся в увеличенном сроке жизни 
гироскопа и его устойчивости к ударам, что 
критично для многих систем стабилизации. 
В настоящее время твердотельные гироскопы 

с успехом могут применяться в составе прибо-
ров, реализующих новейшие методы навигации 
с использованием спутниковых систем GPS 
и ГЛОНАСС, в том числе в составе оборудова-
ния универсальных машин технологического 
назначения на электротяге (УМТЭТ), разраба-
тываемых Сарапульским электрогенераторным 
заводом. В настоящей статье рассмотрена мате-
матическая модель, позволяющая с высокой 
степенью достоверности численно моделиро-
вать работу твердотельных гироскопов, которая 
в дальнейшем может быть использована для 
разработки алгоритмов и управляющих про-
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грамм блоков управления навигационными 
приборами, которыми планируется оснастить 
разрабатываемые машины. 

Твердотельный волновой гироскоп (ТВГ) – 
измерительный прибор, регистрирующий про-
екцию угловой скорости на ось симметрии при-
бора [1–6]. Действие ТВГ основано на инертных 
свойствах стоячих волн, возбужденных в твер-
дом теле (резонаторе) [7]. Для идеального резо-
натора эффект записывается следующим обра-
зом [8]: 

 
0

( ) ( ),
t

K s ds t− Ω = ϕ∫  (1) 

где K – масштабный коэффициент; Ω – проек-
ция угловой скорости на ось симметрии резона-
тора; ϕ – угол поворота в подвижной системе 
координат, связанной с резонатором. 

В реальном приборе прецессия волны зави-
сит не только от внешних моментов, но и от 
внутренних. Собственное изменение углового 
положения волны называется дрейфом или ухо-
дом волны [9]: 

 0

( ) ( ) Drift( )

( ) Drif ( ),

t

t K s ds t

K t t t

θ = − Ω + =

= − ⋅α +

∫  
(2)

 

где θ – угловое положения волны; Drift – дрейф 
волны; α – угол поворота резонатора относи-
тельно первоначального положения вокруг оси 
симметрии в неподвижной системе координат 
α(0) = 0. 

Собственный уход стоячей волны неизбежно 
появляется вследствие неидеальности материа-
лов, технологий изготовления и других факто-
ров [10–12]. В первую очередь дрейф обуслов-
лен неоднородностью частоты резонатора, на-
личием конструкционного демфирования, 
неидеальностью системы управления. Неодно-
родность частоты (разночастотность) возникает, 
когда не равны частоты нормальных колебаний 
резонатора, соответствующих одной форме. 
Конструкционное демпфирование возникает из-
за дебаланса резонатора. Вследствие дебаланса 
появляются силы и моменты в месте заделки 
резонатора, что приводит к оттоку энергии, 
снижению добротности и появлению разнодоб-
ротности. 

ТВГ является сложным измерительным ком-
плексом [13], в состав ТВГ входит своя изме-
рительная и вычислительная системы, которые 
формируют значение углового положения 
стоячей волны. На основе информации об уг-
ловом положении волны рассчитывается угол 

поворота основания (датчик угла) либо угловая 
скорость (датчик угловой скорости). Уравне-
ние (2) реализуется при идеальной системе 
съема. В реальном приборе всегда есть по-
грешности, связанные с неидеальностью сис-
темы съема. Погрешности системы съема мож-
но разделить на случайные (шум) и системати-
ческие (отклонение датчиков от идеального 
расположения, неравномерность усиления ка-
налов и т. д.). Влияние неидеальности систем 
съема и обработки запишем следующим обра-
зом [14]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t K t t D t tΔθ = − ⋅Δα + ⋅ τ + ξ  (3) 

где Δθ – приращение значения углового по-
ложения волны за малое время τ; Δα – прира-
щение значения угла поворота резонатора; K – 
масштабный коэффициент с учетом нелиней-
ности выходного сигнала; D – скорость дрей-
фа; ξ – случайный процесс (шум), может 
иметь разные характеристики (белый, розовый 
шум). 

Значение приращения физического угла вы-
ражается следующим образом: 

 ( ) ( ) ( )( ) ,
( )

t D t tt
K t

Δθ − τ − ξ
Δα =

−
 (4) 

Значения D, ξ, K в каждый момент времени 
непосредственно неизвестны. Могут быть по-
лучены оценки значений D, K с помощью вы-
бранных моделей и некоторых измеряемых па-
раметров. 

Уменьшить влияние шума можно путем 
фильтрации. В общем случае оценка значения 
Δα осуществляется с помощью некоторой функ-
ции (фильтра): 

 ( )( ) ( ) ( ), ,t t F p t qΔα ≈ Δα =  (5) 

где p – вектор-функция некоторых измеряемых 
величин, в том числе угловое положение волны; 
q – вектор некоторых параметров, значения ко-
торых ищутся для конкретного изделия исходя 
из условия 

 ( )( ) ( ) ( ), min
q

q t F p t qΦ = Δα − → . (6) 

Изменение угла α задается с необходимой 
точностью на испытательном оборудовании, 
значения p получают в приборе и имеют извест-
ные оценки точности. Здесь будем рассматри-
вать q как вектор постоянных коэффициентов, 
в общем случае q может зависеть от времени. 
Например, введение такой зависимости может 
быть полезным для компенсации влияния пере-
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ходных процессов. Вид функции F может быть 
самым разным. 

Общая методика оценки значения α включает 
в себя:  

– выбор модели дрейфа и масштабного ко-
эффициента с учетом факторов, которые могут 
быть измерены, т. е. определение функции F;  

– проведение измерений значений дрейфа 
и масштабного коэффициента при заданных 
значениях факторов, т. е. задание функции α; 

– обработка данных в соответствии с вы-
бранными моделями и расчет параметров (6);  

– занесения параметров в память прибора для 
последующего уточнения выходного сигнала; 

– выбор фильтра для уменьшения влияния 
шума, в рамках определенных ограничений (фа-
зовые задержки, полоса пропускания и т. д.). 

Модель дрейфа 
Вначале рассмотрим вопрос оценки значений 

нелинейности и скорости изменения дрейфа. Из 
формулы (3) получаем, что при неподвижном 
основании изменение электрического угла обу-
словлено дрейфом и шумом: 

( ) Drif ( ) ( ).t t t tθ = + ξ  

Высокочастотные изменения обусловлены 
шумом, низкочастотные – дрейфом. Скорость 
изменения θ рассчитывается некоторым диффе-
ренцирующим фильтром. Оценку нелинейности 
можно проводить, произведя измерение θ при 
заданных разных скоростях Ω1 и Ω2: 

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ;t K t D t tΔθ = − ⋅Ω τ + τ + ξ  

2 2( ) ( ) Drift( ) ( );t K t t tθ = − ⋅Ω + + ξ  

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( );t t K t K t tΔθ − Δθ = − ⋅Ω ⋅ τ + ⋅Ω ⋅ τ + η  

1 2

2 1

( ) ( )( ) .t tK t Δθ − Δθ
≈

Ω τ −Ω τ
 

Влияние шума η сглаживается некоторым 
фильтром или аппроксимацией в соответствии 
с заданной моделью. 

Далее рассмотрим вопросы представления 
дрейфа. От вида модели и выбора факторов, 
влияющих на дрейф и масштабный коэффици-
ент, во много зависит точность прибора. Из-
вестна следующая модель изменения углового 
положения волны в резонаторе [15, 16]: 

 
( )

( )
2

1

sin 4

cos 4 ,

N
d K
dt τ

ω

θ
= −Ω + Δ + Δ θ −ϕ −

− Δ θ − ϕ
 

(7)
 

где ΔN – постоянный дрейф, связанный с эллип-
тичностью колебаний; Δτ – коэффициент, харак-
теризующий разнодобротность; Δω – коэффици-
ент, характеризующий разночастотность. В об-
щем виде модель дрейфа следует взять в виде 
суммы гармонических функций от углового по-
ложения волны [17]: 

 ( )cos .k k
k

d K A k
dt
θ
= −Ω + θ − ϕ∑  (8) 

Важно отметить, что приведенная зависи-
мость имеет смысл только для неизменных экс-
плуатационных условий. При изменении темпе-
ратуры окружающей среды собственная ско-
рость ухода может меняться. Нужно отметить, 
что источниками тепла являются не только объ-
екты во внешней среде, но собственная элек-
троника прибора и сам резонатор. Поэтому ста-
билизация температуры окружающей среды не 
может полностью решить проблемы изменения 
характеристик собственного ухода ТВГ. 

Для компенсации дрейфа следует выбирать 
модель, по крайней мере учитывающую два 
фактора – угол ориентации стоячей волны и 
температуру чувствительного элемента. Для 
контроля температуры резонатора нужно было 
бы установить термометр, но непосредственно 
измерять температуру резонатора нецелесооб-
разно. Резонансная частота монотонно увеличи-
вается с ростом температуры [18], при этом зна-
чение частоты можно получать в работающем 
приборе с помощью контура автоматической 
подстройки частоты колебаний, который обыч-
но входит в состав ТВГ. Модель дрейфа в об-
щем виде запишется следующим образом: 

 ( )Drift( ) ( ), ( ), ,t D t f t q= θ + η  (9) 

где D – некоторая функция (модель дрейфа); f – 
частота колебаний резонатора; q – параметры 
модели дрейфа; η – случайные возмущения (не-
систематический дрейф, погрешности расчетов, 
шум).  

Восстановление такой двухмерной поверх-
ности относится к задаче двухфакторной ап-
проксимации имеющихся экспериментальных 
данных. Вид аппроксимирующей функции ско-
рости дрейфа D можно выбирать разными спо-
собами. К примеру, можно использовать сумму 
гармонических функций (8). Но так как зависи-
мость от резонансной частоты не входит в вы-
ражение, для получения адекватной модели 
нужно фиксировать температуру. То есть необ-
ходимо установить постоянную температуру 
окружающей среды, дождаться пока выровняет-
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ся частота резонатора, и провести измерения 
дрейфа для различных значений угла. Данную 
процедуру нужно повторить для разных темпе-
ратур. В результате такой методики будут полу-
чены данные о дрейфе, с помощью которых 
можно проводить компенсацию при меняющих-
ся температурах. Значения амплитуд и фаз 
дрейфа будут известны только для конкретных 
температур. Для расчета значения дрейфа для 
промежуточных температур можно воспользо-
ваться одним из методов интерполяции. 

К недостаткам предыдущей методики можно 
отнести высокую длительность проведения из-
мерений: необходимо некоторое время для вы-
хода резонансной частоты на постоянное значе-
ние, прежде чем проводить измерения дрейфа. 
Модель в виде гармонических функций не по-
зволяет обрабатывать данные измерений, кото-
рые проводятся при нагревании или остывании 
резонатора. 

Для преодоления данных недостатков можно 
изменить вид аппроксимирующей функции 
дрейфа. Зависимость скорости дрейфа от темпе-
ратуры является непрерывной и гладкой зави-
симостью. Для возможности аппроксимировать 
с хорошей точностью различные случаи целесо-
образно использовать зависимость в виде 
сплайнов. Рассмотрим функцию дрейфа в виде 
гармонического разложения по углу и сплайно-
вого квадратичного представления по частоте: 

 
( , , ) ( )cos( )

( )sin( ),

k
k K

k
k K

D f s P f k

Q f k
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Здесь ( ) ,kP f  ( )kQ f  – квадратичные сплайны 

дефекта один; { }, , , , , ,, , , , ,k n k n k n k n k n k ns a b c p q r=  – 
параметры, вычисляемые по данным измерений 
( ){ }, ,Drift : 1i i if i Nθ = …  методом наименьших 
квадратов; N – количество измерений дрейфа; 
индекс ,k K∈  K – некоторое множество неот-

рицательных целых значений; M – количество 
промежутков, на которые разбиваются вся об-
ласть определения функций ( ) ,kP f  ( ).kQ f  
В качестве ( ) ,kP f  ( )kQ f  могут выступать 
и другие выражения: степенные многочлены, 
линейные сплайны, кубические сплайны и т. д. 

Для нахождения параметров модели 
, , ,, , ,k n k n k na b c  , , ,, ,k n k n k np q r  необходимо решить 

задачу условной оптимизации. Сначала всю об-
ласть частот необходимо разбить на несколько 
промежутков 0 1 1 2 1, , , , , , ,M Mf f f f f f−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤…⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  где 

0 1 1 .M Mf f f f−< <…< <  Далее записывается це-
левая функция: 

( )( )

{ }
( ) ( )

( ) ( )

( )

2

1

, , , , , , , 1..

, , 1

, , 1

, , 1

, , 1

( ) , , min,

, , , , ,

,

( ) ( ), , 1 1,

,

( ) , , 1 1.

N

i i i
i

k n k n k n k n k n k n k K n M

k j j k j j

k j j k j j

k j j k j j

k j j k j j

s D f s Drift

s a b c p q r

P f P f

Q f Q f k K j M

d dP f P f
df df

d dQ f Q f k K j M
df df

=

∈ =

+

+

+

+

Φ = θ − →

=

=

= ∈ = … −

=

= ∈ = … −

∑

(11)
 

Обозначим через ( ) { }1: ,j i jI j i f f f−= ≤ <  то 

есть ( )I j  – множество индексов измерений, 
которые попадают в j-й промежуток. Обозначим 

jM  количество элементов в множестве ( ).I j  
Тогда исходную целевую функцию можно пе-
реписать в следующем виде: 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 ( )

, ,

( ) , , Drif min,

, cos sin .

M

j i i i
j i I j

j k j k j
k k

s D f s t

D f P f k Q f k
= ∈

Φ = θ − →

θ = θ + θ

∑ ∑

∑ ∑
 

Рассмотрим случай, когда индекс k принима-
ет значения 2, 4 и 8, т. е. в разложении дрейфа 
в ряд Фурье учитываются гармоники с данными 
номерами. Введем следующие обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

1 cos 2 cos 4 . sin 4 sin 8

1 cos 2 cos 4 . sin 4 sin 8
;

. . . . . .

1cos 2 cos 4 .sin 4 sin 8
j j j j

j j j j

j j j j
j

jM jM jM jM

⎛ ⎞θ θ θ θ
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ θ θ θ
⎜ ⎟Θ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ θ θ θ⎝ ⎠

 

( )1 2diag , ,..., ;
jj j j jMF f f f=  
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( )
( )
( )
( )

1 2

0 2 4 8

0 2 4 8

0 2 4 8

Drift ,Drift , ,Drift ;

, ,..., , ;

, ,..., , ;

, ,..., , ,

j

T

j j j jM

T

j j jc js js

T

j j jc js js

T

j j jc js js

D

a a a a a

b b b b b

c c c c c

= …

=

=

=

 

где { }( ) 1, 2, , .jI j j j jM= …  Тогда функцию Ф 

можно записать следующим образом: 

( )22

1
min.

M

j j j j j j j j j
j

a F b F c D
=

Φ = Θ + Θ + Θ − →∑  (12) 

Теперь нужно учесть условия, которые за-
пишем следующим образом: 

( ) ( )
( )

2
1 1 1

1 1

0,

2 0.

j j j j j j j j j

j j j j j j

a a b b f c c f

b b c c f

+ + +

+ +

ϕ = − + − + − =

ψ = − + − =
  
(13)

 

Преобразуем задачу условной оптимизации 
(12), (13) в задачу безусловной оптимизации ме-
тодом неопределенных множителей Лагранжа: 

( )

( )22

1

1 1

1 1

, , ,

2 2 min,

M

j j j j j j j j j
j

M M

j j j j
j j

a b c

a F b F c D
=

− −

= =

Φ λ =

= Θ + Θ + Θ − +

+ λ ϕ + μ ψ →

∑

∑ ∑

 

(14)

 

где ( )0 0 2 8, , , ,j j jc jc jsλ = λ λ λ … λ  и ( 0 0, ,j j jcμ = μ μ  

)2 8, ,jc jsμ … μ  – неопределенные множители Ла-

гранжа. Множитель 2 перед множителями Ла-
гранжа введен для удобства матричной записи. 
Задачу (13) можно записать в стандартном виде, 
где ( ) ( )( ) , 2 , ,x Ax x B x CΦ = + +  ( 1, ,x a= …  

)1 1 1 1 1, , , , , , , , , , .T
N N M Ma c c − −… … λ … λ μ … μ  Запи-

шем матрицу A и вектор B, которые по структу-
ре являются блочными:  

( ) ( )
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2

2 3

2 3 4 2

2
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2 2 2
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2 ,
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0 2 0 0
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( )

2

1 1

1 1 1

0 0 ,

,

.

TT T T

TT T T
M M

TT j T j T j
M M M

B D FD F D

D D D

F D F D F D

= −Θ −Θ −Θ

Θ = Θ …Θ
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Постоянную матрицу C можно считать рав-
ной нулю, так как она не влияет на решение. 
Задачу (14) можно решать стандартными мето-
дами – прямыми или итерационными. 

Выводы 
Компенсация дрейфа с использованием по-

лученной модели значительно сложнее подхода, 
где используются модели с одной переменной, 
однако использование модели от двух перемен-
ных может существенно повысить точность вы-
ходного сигнала и уменьшить время измерений 
дрейфа. Для съема данных можно задать опре-
деленную скорость нагревания/остывания 
и проводить постоянную фиксацию значений 
в отличие от предыдущего метода. Полученные 
данные аппроксимируют зависимостью от угло-
вого положения волны и резонансной частоты. 
Далее рассчитываются параметры, которые со-
храняются в память прибора, для последующей 
компенсации дрейфа. В качестве информации 
о нагревании в работающем приборе использу-
ется значение резонансной частоты, которая 
монотонно зависит от температуры. Значение 
частоты берется из контура управления фазовой 
автоподстройки частоты. 

Нужно заметить, что использование модели 
двух переменных может позволить исследовать 
зависимость дрейфа от скорости нагревания 
прибора [19]. При нагревании и остывании раз-
ные узлы прибора (корпус, основание, клеевой 
слой, резонатор) могут нагреваться по-разному, 
в результате этого в приборе не исключены слу-
чаи возникновения напряжений, которые зави-
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сят от скорости нагревания. Это, в свою оче-
редь, может приводить к зависимости дрейфа от 
скорости нагревания. Очевидно, используя мо-
дель одной переменной, данные изменения за-
фиксировать невозможно. 
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In the paper the measuring instrument the Solid-state Wave Gyroscope working in the mode of free oscillations is 

considered. Because of different errors the effect of Brian which is the cornerstone of operation of the instrument is 
distorted. The phenomena are considered distorting the Brian's effect and worsening the instrument accuracy – the 
inherent leaving of a wave (drift), and nonlinearity of an output signal, noise. Origins of drift and nonlinearity are 
given. The general task and a technique of increase in instrument accuracy due to use of models of drift and nonlin-
earity is formulated. Approaches to assessment of values of speed of drift of a wave and nonlinearity of an output sig-
nal for processing and obtaining parameters which will be used further in the operating instrument for increase in 
accuracy of an output signal are given. The factors influencing the drift of a solid-state wave gyroscope are studied. 
Different existing drift models are given. Shortcomings and features of the existing models are described. Need of ac-
count for a model of temperature influences is justified. The dependence of resonance frequency on temperature is 
given. The possibility of use of values of resonance frequency in working the instrument is justified. For assessment of 
parameters of drift it is offered to use the model of two variables. The dependence on the angular provision of a wave 
is approximated by harmonic functions; the dependence of drift on resonance frequency is offered to be approximated 
by means of splines. Formulas for calculation of parameters by results of drift measurements are derived. Features of 
the offered model are analyzed. The model can be used both for approximation of data, and for the subsequent com-
pensating of an error in working the instrument. The possibility of using the received model for researches of depend-
ence of drift on heating up speed is described. 
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