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Рассматривается подход к моделированию динамики распространения тепла по объему гомогенного 

материала внутри реакционной камеры пиролизного регенератора при наличии нагревателей, размещае-
мых внутри камеры. Проанализированы несколько подходов для расчета температурных полей: аналити-
ческий (непосредственное решение дифференциального уравнения Фурье в частных производных), числен-
ный (метод конечных разностей и метод конечных элементов), применение эквивалентных электрических 
схем и компьютерное моделирование. Показано, что данная динамика описывается дифференциальными 
уравнениями дробного порядка. При этом форма уравнений, описывающих зависимости токов в ветвях 
электрической цепи и напряжения в ее узлах, аналогична форме уравнений, описывающих зависимость 
теплового потока в среде и значений температуры в отдельных ее точках. Таким образом, решение диф-
ференциального уравнения заменяется на моделирование работы электрической цепи во временнóй об-
ласти. Предложены схемотехнические модели теплопроводности среды для таких элементов простран-
ства, как стержень, а на его основе – элемент плоскости, столбец и объем. С помощью данных элемен-
тов проведено моделирование нестационарного распространения температуры по объему среды при 
наличии от одного до трех нагревательных элементов внутри объема. Корректность схемотехнического 
моделирования подтверждена с помощью специализированного ПО, реализующего классический метод 
конечных элементов. 
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Введение 
а сегодняшний день актуальной про-
блемой является истощение топливных 
ресурсов. В связи с этим одними из 

важнейших направлений научно-технического 
прогресса остается получение и использование 
альтернативных источников топлива, в частно-
сти такого возобновляемого сырья, как биомас-
са растительного и животного происхождения. 
Одним из эффективных технологических на-
правлений получения моторного топлива из 
биомассы является процесс ее пиролиза. Моди-
фикацией данного процесса является пиролиз-
ная регенерация, принцип и соответствующее 
устройство для которой описаны в работах [1, 
2]. Целесообразность применения данного про-
цесса определяется в числе прочего соотноше-
нием энергетических затрат на него и полезного 
энергетического выхода. Очевидно, что первое 
соотношение необходимо уменьшать, а второе – 
увеличивать. Для снижения энергетических за-
трат на процесс нужен анализ динамики распро-
странения температуры внутри реакционной 
зоны от нагревательных элементов по перераба-
тываемому сырью. 

Подходы к решению задачи анализа  
температурного поля  
в замкнутом пространстве 
Для расчета температурных полей применя-

ются следующие основные подходы: 
– аналитический; 
– численный; 
– эквивалентные схемы; 
– компьютерное моделирование. 
Аналитический подход дает возможность по-

лучить решение задачи в виде математического 
выражения для температуры как функции про-
странственных координат и времени. Решение 
должно удовлетворять определенному диффе-
ренциальному уравнению, из которого оно по-
лучено, и определенным начальным и гранич-
ным условиям, налагаемым конкретным про-
цессом. Однако при этом почти во всех случаях 
приходится математически упрощать рассмат-
риваемый процесс, чтобы этот метод мог дать 
желаемые результаты. 

Дифференциальное уравнение теплопро-
водности, известное как закон Фурье, при от-
сутствии внутренних источников теплоты име-
ет вид 

Н 
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2 2 2 .dt d t d t d t
d dx dy dx

⎛ ⎞
= α + +⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

 (1) 

Выражение (1) является математическим вы-
ражением температурного поля. 

Условия однозначности задаются в виде фи-
зических параметров λ, с, ρ; формы и геометри-
ческих размеров объекта l0, l1, l2, …, ln; темпера-
туры тела в начальный момент времени τ = 0.  

Решить задачу теплопроводности – значит 
установить зависимость между температурой t, 
временем τ и координатами тела x, y, z. 

Наряду с высокой точностью модели в силу 
решения, получаемого аналитически, данный 
подход имеет очевидный недостаток – повыше-
ние сложности уравнения (1) и процесса его 
решения при сложной форме анализируемого 
пространства, наличии одного или нескольких 
источников тепла и распространенном характе-
ре распределения параметров теплопроводности 
среды [3–5]. Тем не менее аналитический под-
ход часто применяется при рассмотрении про-
странства, заданного в простой геометрической 
форме, например, в виде цилиндра [6]. 

При применении численных методов реше-
ния уравнения (1) процедура решения становит-
ся проще, поскольку она основывается на мето-
дах приближенного интегрирования дифферен-
циальных уравнений. При решении задач 
технологической теплофизики применяются: 

– метод конечных разностей (МКР);  
– метод конечных элементов (МКЭ). 
Не углубляясь в технику вычислений и ме-

тодику их осуществления на ЭВМ, рассмотрим 
принципиальные особенности каждого из ме-
тодов. 

Метод конечных разностей основан на заме-
не истинных значений производных прибли-
женными значениями в некоторых точках, на-
зываемых узлами. Узлы являются центрами 
элементов конечной длины, на которые разби-
вается твердое тело, участвующее в теплообме-
не. Вместо производных в дифференциальном 
уравнении используются их конечноразностные 
аппроксимации. При построении дискретных 
аппроксимаций краевых дифференциальных 
задач увязываются две, возможно, противоре-
чивые цели: хорошее качество аппроксимации 
и эффективное устойчивое решение получаю-
щихся при этом алгебраических систем. 

При использовании МКР для задач тепло-
проводности твердое тело представляют в виде 
совокупности узлов. Аппроксимируя частные 
производные дифференциального уравнения 
конечными разностями, получают систему ли-

нейных алгебраических уравнений для опреде-
ления температуры как локальной характери-
стики в каждом узле сетки. Полученная система 
является незамкнутой; для ее замыкания ис-
пользуют разностное представление граничных 
условий. В результате получают замкнутую сис-
тему линейных алгебраических уравнений, ко-
торую решают численными методами с помо-
щью ЭВМ [7]. Пример решения подобной зада-
чи с помощью МКР приведен в статье [8]. 

Метод конечных элементов подразумевает 
разбиение твердых тел на одинаковые по разме-
ру элементарные объемы, а времени – на одина-
ковые промежутки, как это делается в методе 
конечных разностей. Последний вызывает для 
более или менее сложных случаев теплообмена 
в технологических системах столь большой 
объем вычислительной работы, что процесс 
счета оказывается очень длительным и дорого-
стоящим, подчас с ним не справляются даже 
мощные ЭВМ. Желание существенно умень-
шить объем вычислений привело к разработке 
МКЭ. Этот метод позволяет осуществлять раз-
личную детализацию решения в разных облас-
тях изучаемого объекта, причем могут быть ис-
пользованы элементарные объемы, различные 
не только по величине, но и по конфигурации. 

Метод конечных элементов заменяет задачу 
отыскания функции на задачу отыскания конеч-
ного числа ее приближенных значений в от-
дельных точках-узлах. При этом если исходная 
задача относительно функции состоит из диф-
ференциального уравнения с соответствующи-
ми граничными условиями, то задача метода 
конечных элементов относительно ее значений 
в узлах представляет собой систему алгебраиче-
ских уравнений. С уменьшением максимально-
го размера элементов увеличивается число уз-
лов и неизвестных узловых параметров. Вместе 
с этим повышается возможность более точно 
удовлетворить уравнениям задачи и тем самым 
приблизиться к искомому решению. Отличие 
метода конечных элементов от конечно-
разностного метода Эйлера заключается в том, 
что в выбранном конечном элементе функция 
не обязательно заменяется линейной зависимо-
стью, а может быть принята в виде полинома 
[9].Это повышает точность МКЭ. 
Эквивалентные схемы предполагают анало-

гию между процессами теплопроводности 
и электропроводности. Протекание тока в про-
воднике входит в группу физических процессов 
под общим названием «процессы энергомассо-
переноса». В эту группу входят также процессы 
теплопроводности, диффузии и подобные им. 
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Общим для них является то, что поток некото-
рой субстанции (ток, теплота) под действием 
разности значений некоторой величины (потен-
циала, температуры) распространяется через 
среду, оказывающую сопротивление этому по-
току [10]. 

Уравнения теплопроводности и диффузии 
аналогичны уравнениям электропроводности 
(вместо закона Ома в их основе лежат анало-
гичные законы Фурье и Фика). При этом реше-
ние зависит не только от граничных условий, но 
также от начального состояния и времени [11]. 
При анализе эквивалентной электрической схе-
мы можно использовать методологический ап-
парат теории цепей (законы Ома, Кирхгоффа 
и т. п.), что упрощает процесс постановки зада-
чи и нахождения ее решения. 
Компьютерное моделирование по факту яв-

ляется не совсем методом, скорее, реализацией 
предыдущих методов с применением цифровой 
электронной вычислительной машины в качест-
ве инструмента. Качество процесса и результата 
такого моделирования напрямую зависит от ка-
чества используемых моделей и задания на-
чальных и граничных условий. Очевидное пре-
имущество заключается в том, что компьютер-
ное моделирование дешевле, безопаснее 
и быстрее физических экспериментальных ис-
следований, а также в том, что оно позволяет 
автоматизировать обработку и визуализацию 
результатов моделирования. 

Для реализации компьютерного моделирова-
ния процесса теплопереноса применяются как 
специализированные программные продукты, 
например, ELCUT [12], FlowVision [13], так 
и программы общего назначения типа Matlab. 
В специализированном программном обеспече-
нии, как правило, заложен алгоритм на основе 
метода конечных элементов. При анализе экви-
валентных электрических схем в процессе ре-
шения данной задачи целесообразнее применять 
программы схемотехнического моделирования, 
например LTspice [14]. 

Рассмотрим решение задачи анализа тепло-
вого поля для нестационарного трехмерного 
случая при однородности теплофизических 
свойств среды. Для этого используем два под-
хода: электрическую схему замещения и моде-
лирование с помощью метода конечных элемен-
тов в специализированной программе. 

Разработка схемотехнической модели  
теплового поля 
В [15] описан вывод соответствия модели те-

плопроводности и электропроводности. Если 
рассмотреть процесс теплопередачи, точнее, 

температуропередачи в полубесконечном стерж-
не (температура контролируется в начале 
стержня, а также в его точках на равных рас-
стояниях), то соответствующая схемотехниче-
ская модель на основе RC-элементов с сосредо-
точенными параметрами будет иметь вид, как 
на рис. 1. Напряжение в каждом узле RC-линии 
представляет собой температуру в процессе те-
плопередачи, а ток, соответственно, представля-
ет собой тепловой поток. 

 

u(t)

i1(t) R1 in(t) R2

C1 u1(t) C2

 
Рис. 1. Схемотехническая модель  

диффузионного процесса. Одномерный случай 

На основе данной модели легко получается 
уравнение диффузии. Напряжение u(x, t) между 
двумя каскадами представляет собой напряже-
ние на резисторе R (см. формулу (2)) и пропор-
ционально току i(x, t) в этом каскаде: 
 ( ) ( ) ( ), , , .u x t u x dx t Ri x t− + =  (2) 

Поскольку dx – величина достаточно малая, то 
(2) можно записать в виде 

 ( ) ( ), , .u x t Ri x t
x
∂

=
∂

 (3) 

Аналогично, напряжение u(x, t) на конденсаторе 
С в каждом каскаде может быть описано в виде 
уравнений 

 ( ) ( ) ( ), , , ;i x t i x dx t C u x t
t
∂

− + =
∂

 (4) 

 ( ) ( ), , .i x t C u x t
x t
∂ ∂

=
∂ ∂

 (5) 

После подстановки уравнения (3) в уравне-
ние (5), получим 

 ( ) ( )
2

2 , , .u x t RC u x t
х t
∂ ∂

=
∂ ∂

 (6) 

Математическая модель распространения 
температуры вдоль полубесконечного стержня 
при условии отсутствия тепловых потерь пред-
ставлена в виде формулы 

 ( ) ( )
2

2 2

1 , , .T x t T x t
a х t

∂ ∂
=

∂ ∂
 (7) 

Здесь T – температура; x – координата вдоль 

стержня; t – время; 2

1
a

 – температуропровод-

ность материала стержня. 
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Формы уравнений (6) и (7) одинаковые, что 
позволяет использовать приведенную схемотех-
ническую модель. 

В [11] показано также, что связь между теп-
ловым потоком H(t, x) и температурой T(t, x) 
в данном полубесконечном стержне описывает-
ся дифференциальным уравнением дробного 
порядка, а именно порядка 0,5. Таким образом, 
решение данного дифференциального уравне-
ния дробного порядка может быть заменено мо-
делированием электрической схемы, составлен-
ной из пассивных радиоэлементов целого по-
рядка (резисторов и конденсаторов). 

В этой же работе показана схемотехническая 
модель распространения тепла в полубесконеч-
ном стержне при наличии рассеяния тепла в ка-
ждом рассматриваемом узле стержня. Соответ-
ствующее дифференциальное уравнение тоже 
является уравнением дробного порядка: 

 
( ) ( )

( ) ( )

2
2

2

0,5
3 4 2

0,5

, ,

2 , , ,

T x t a T x t
х t

a b T x t a b T x t
t

∂ ∂
= +

∂ ∂
∂

+ +
∂

 
(8)

 

где a определяет температуропроводность мате-
риала стержня, а b – это коэффициент рассеяния 
теплового потока. 

На рис. 2 приведена соответствующая схемо-
техническая модель. Рассеяние тепла в каждом 
узле моделируется дополнительным резисто-
ром r, рассеяние тепла через который пропор-
ционально температуре (напряжению) в данном 
узле. 

 

u(x, t)

i(x, t) R

r C

i(x + dx, t) R

u(x + dx, t) r C

 
Рис. 2. Схемотехническая модель распространения 
тепла вдоль полубесконечного стержня с учетом те-
пловых потерь в узлах 

Величины R, C и r определяют шаг расче-
тов, то есть их точность. На рис. 3 представле-
на электрическая схема, состоящая из парал-
лельно соединенных пяти одномерных четы-
рехзвенных RC-элементов с сосредоточенными 
параметрами. Данная схема определяет точ-
ность моделирования теплового процесса, то 
есть задает плоскую элементарную область 
пространства, определяющую высоту модели-

руемого геометрического пространства, запол-
ненного биологическим сырьем. 

На основе модели на рис. 3. создана электри-
ческая модель столбца (рис. 4), состоящая из 
четырех плоских элементарных областей. 

С помощью подобных столбцов создана мо-
дель пространства, в котором и исследуется 
распространение тепла (рис. 5). 

Имеем объем, состоящий из 24 полученных 
ранее столбцов 1×1×5, в который был введен 
сначала один нагревательный стержень, потом 
второй и третий для сравнительного анализа 
распространения тепла (рис. 6). 

Для сравнения полученной модели была соз-
дана еще одна модель в профессиональной про-
грамме компьютерного моделирования ELCUT, 
предназначенной для моделирования различных 
полей, в том числе и тепловых. В основу про-
граммы заложен метод конечных элементов. 
Вторая полученная модель показана на рис. 7. 

После дальнейшей настройки моделей и за-
дания одинаковых начальных условий было 
осуществлено сравнение полученных результа-
тов. Для этого были выбраны несколько плоско-
стей, представляющих сечение реакционной 
камеры в различных местах и наблюдение за 
характером распространения тепловых полей 
моделей (рис. 8–12). 

Следующим шагом сравнения моделей было 
определение значения температур в различных 
точках тех же самых плоскостей; результаты 
приведены ниже (рис. 13, таблица). 

Из таблицы видно, что отклонения результа-
тов моделирования двумя способами не отлича-
ются более чем на 3,7 %. Характеры распределе-
ния тепловых полей двух моделей адекватно  
отражают процесс тепловой диффузии, свойст-
венной реальным тепловым процессам, и с высо-
кой степенью точности повторяют друг друга, 
несмотря на то, что визуализация данных, полу-
ченных в программе схемотехнического модели-
рования, обеспечивает построение графиков 
с палитрой из 7 цветов, а программа ELCUT пре-
доставляет графики с использованием 32 цветов. 

Выводы 
Таким образом, схемотехническое моделиро-

вание теплового поля с использованием диффе-
ренциальных уравнений дробного порядка, ана-
логовой моделью которых является длинная RC-
линия, свойства которой в схемотехнике можно 
воспроизвести при помощи электрической цепи, 
состоящей из RC-элементов с сосредоточенны-
ми параметрами, адекватно и достаточно точно 
имитирует протекание тепловых процессов. Это 
означает, что данный метод моделирования 
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имеет большой потенциал, что убедительно до-
казало решение с его помощью нестационарной 

трехмерной задачи распространения тепловой 
энергии в объеме гомогенного материала. 

 

 
Рис. 3. Электрическая схема на основе RC-ЭСП, задающая плоскость размером 1×5 

 
Рис. 4. Электрическая модель объемного прямоугольного столбца размером 1×1×5 
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Рис. 5. Электрическая модель объема реакционной камеры с двумя нагревательными стержнями 

  
Рис. 6. Визуальное представление объекта, моде-
лируемого с помощью электрической схемы, изо-
браженной на рис. 5 

Рис. 7. Геометрическая модель объекта моделиро-
вания с двумя электродами и сеткой конечных 
элементов в программе ELCUT 

  
Рис. 8. Плоскости, выбранные для сравнения Рис. 9. График распределения тепла в схемотехни-

ческой модели с двумя нагревательными стержня-
ми в плоскости № 10 
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Рис. 10. График распределения тепла в модели 
ELCUT с двумя нагревательными стержнями 
в плоскости № 10 

Рис. 11. График распределения тепла в схемотех-
нической модели с тремя нагревательными стерж-
нями в плоскости № 15 

 
 

Рис. 12. График распределения тепла в модели 
ELCUT с тремя нагревательными стержнями 
в плоскости № 15 

Рис. 13. Точки, расположенные на плоскости № 10, 
в которых сравниваются значения температур мо-
делей 

 
Значения температур в точках 

Количество стержней Точки на плоскости Схемотехническая модель, T, ºC Модель в программе  
ELCUT, T, ºC 

А 516 498 
Б 700 700 1 
В 412 398 
А 700 700 
Б 677 668 2 
В 700 700 
А 609 601 
Б 692 690 3 
В 700 700 
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The paper considers an approach to model the dynamics of heat propagation through homogeneous material 
within the pyrolysis regenerator reaction chamber with due account for the heaters located inside the chamber. The 
following ways to estimate thermal fields are considered: analytical solution (direct solution of Fourier partial differ-
ential equation), numerical solution (finite difference method, finite elements method), using equivalent circuits, com-
puter simulation. It is shown that this dynamics is described by fractional-order differential equations. The form of the 
equations that specify the dependencies between the currents through the branches of the electrical circuit and the 
voltages at its nodes is just like the form of the equations that set the relations between the heat flux through a media 
and the temperatures of its certain points. Hence, the solution of the differential equation is replaced by simulation of 
time-domain operation of the electric circuit. Thermal conductivity schematic models are proposed for such space 
elements as the rod and the corresponding plane element, the column and the spatial region. These elements are used 
to simulate non-steady heat transfer through the medium. The schematic modeling validity is proved by means of spe-
cial software performing classical finite element method. 

 
Keywords: non-steady heat transfer, pyrolysis regeneration, long RC line, fractional-order differential equation, finite 
elements method, schematic modeling. 
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