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В статье продолжается исследование динамики планетарных передач с элементами повышенной по-

датливости. Основой для расчетной схемы и исходных уравнений является полученная ранее система де-
вяти дифференциальных уравнений динамики планетарного механизма. В обобщенных силах учтены мо-
мент двигателя, момент, обусловленный кручением упругого вала солнечной шестерни; упругие силы в за-
цеплении колес и в осях сателлитов. 

Допускается, что скорость водила постоянна. Жесткость оси сателлита в тангенциальном направлении 
значительно превышает жесткость оси в радиальном направлении, поэтому перемещение в тангенциальном 
направлении отсутствует. Момент двигателя изменяется по гармоническому закону. В этом случае вынуж-
денные колебания солнечной шестерни и сателлита можно рассматривать отдельно от вынужденных коле-
баний сателлита в радиальном направлении вследствие податливости оси сателлита. Построены ампли-
тудно-частотные характеристики этих колебаний. Характеристики колебательных процессов выражены 
через массогабаритные, кинематические и прочностные параметры планетарной передачи с учетом подат-
ливости ее элементов. 

Исследовано влияние относительной высоты сечения податливой оси, передаточного отношения меха-
низма и модуля зацепления на амплитуду вынужденных колебаний и положение резонансной области. Сдела-
ны выводы о пределах изменения указанных параметров и их влияния на конструкцию планетарных передач. 
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Введение 
ланетарные передачи находят широкое 
применение во многих областях техни-
ки. Такое свойство планетарной пере-

дачи, как многопоточность, дает дополнительные 
преимущества планетарным передачам перед 
рядными зубчатыми передачами [1–3]. Продол-
жаются разработки рациональных конструкций 
планетарных передач с элементами, обладающи-
ми повышенной податливостью [4–6]. Это по-
зволяет снизить неравномерность распределе-
ния нагрузки по сателлитам передачи [7–9], но 
приводит к необходимости исследования до-
полнительных напряжений в элементах с повы-
шенной податливостью [10], а также возможных 
колебательных процессов [11–15]. Актуаль-
ность задачи возрастает при значительных на-
грузках и высоких скоростях вращения [16–18]. 

В работе [19] планетарный редуктор типа  
k-h-v представлен зубчатыми колесами в виде 
твердых тел (рис. 1), упругие связи между кото-
рыми смоделированы пружинами; приводится 
система дифференциальных уравнений движе-
ния планетарной передачи, составленная на ос-
нове уравнений Лагранжа второго рода по девя-
ти обобщенным координатам, включающим: 

перемещения центра масс сателлита вследствие 
податливости оси в радиальном giу  и тангенци-
альном направлении ;giх  угол поворота водила 

;hϕ  относительный угол поворота сателлита giϕ  
вследствие податливости зубьев; относитель-
ный угол поворота шестерни aϕ  вследствие по-
датливости вала и зубьев шестерни. Рассмотре-
ны собственные колебания колес вследствие 
податливости зубьев. 

 

 
Рис. 1. Привод, содержащий планетарную передачу: 
b – неподвижное колесо, g – сателлит, h – водило, а – цен-
тральная шестерня, 1 – электродвигатель, 2 – муфта, 3 – 
исполнительный орган 

Fig. 1. The drive containing planetary gear: b - fixed cen-
tral gearwheel, g - satellite, h - planet carrier, a - sun gear-
wheel, 1 - electric motor, 2 - coupling, 3 - actuator 

П 
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Цель данной работы – исследовать влияние 
повышенной податливости элементов планетар-
ных передач на вынужденные колебания плане-
тарных передач. 

Упрощение исходных уравнений  
и исследование вынужденных колебаний  
системы «солнечная шестерня – сателлит» 
В обобщенных силах, как и в общей динами-

ческой модели [20], учтены (рис. 2): момент дви-
гателя дв ;M  момент, обусловленный кручением 
упругого вала солнечной шестерни ;aM  упругие 
силы в зацеплении колес. Момент ,a a aM c= ϕ  где 

ac  – жесткость вала на кручение. Упругие силы 

в опорах сателлита .hgу hgу gF с у=  Силы в зацепле-
нии неподвижного колеса b и сателлита g 

.nbg ngb bg nbgF F с s= = Δ  Здесь hgус  и bgс  – жестко-
сти в зацеплении колес. 

Поскольку сила ngbnbg FF =  направлена вдоль 
линии зацепления, расположенной под углом gbα  
к оси ,gх  то перемещение, обусловленное подат-

ливостью элементов (рис. 3) ,
cos

g g
nbg

gb

r
s

ϕ
Δ =

α
 где 

gr  – радиус сателлита. Аналогично определяется 
упругая сила в зацеплении солнечной шестерни a 
и сателлита g. 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема с действующими силами 

Fig. 2. The designe model with operating forces 
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Рис. 3. Зацепление «неподвижное колесо – сателлит» 

Fig. 3. Gear meshing “fixed central gearwheel – satellite” 

Для исследования вынужденных колебаний 
планетарного механизма из системы девяти 
дифференциальных уравнений второго порядка 
выбраны три по обобщенным координатам ,hϕ  

aϕ  и :giу  

( ) ;
g h hg g g

тр bg g g ga a a a g g

I i I

M с r с r r r

ϕ + ϕ =

= − − ϕ + ϕ − ϕ
 

( )0 cos ;
a h ha a a

a a w ga a a g g a

I i I

M pt с n с r r r

ϕ + ϕ =

= − ϕ − ϕ − ϕ
 

( )

22

tg tg .
g h g h g g g g h

hgу g bg g gb g ga a a g g ga

m x m x m y m у

с у с r c r r

ϕ + ϕ + − ϕ =

= − − ϕ α + ϕ − ϕ α
 

Считается, что скорость const .h hω = ϕ =  Же-
сткость оси сателлита в тангенциальном на-
правлении значительно превышает жесткость 
оси в радиальном направлении, поэтому прини-
мается, что перемещение центра масс сателлита 
и его скорость в направлении оси x 

0.g g gх х х= = =  Момент двигателя двM =  

0 cos ,M pt=  где p – частота вынуждающей си-
лы. Тогда уравнения преобразуются к следую-
щему виду: 

 ( )тр ;g g bg g g ga a a g g gI M с r с r r rϕ = − − ϕ + ϕ − ϕ  (1) 

( )0 cos ;a a a a w ga a a g g aI M pt с n с r r rϕ = − ϕ − ϕ − ϕ  (2) 

 
( )

2 tg

tg .
g g g g h hgу g bg g gb g

ga a a g g ga

m y m у с у с r

c r r

− ϕ = − − ϕ α +

+ ϕ − ϕ α
 
(3)

 

Здесь gm  – масса сателлита; ,gI  aI  – моменты 

инерции сателлита и солнечной шестерни; wn  – 
число сателлитов; ar  – радиус солнечной шес-
терни; ,ghi  hai  – передаточные отношения. 

При принятых допущениях система уравне-
ний разделяется – первые два уравнения можно 

решать независимо от третьего. Частное реше-
ние системы уравнений (1), (2) находится в виде 

cos ;g gА ptϕϕ =  cos ,a aА ptϕϕ =  откуда 

( )( )
0 12

2 2 2
11 11 22 22 12

;g
M bА

b а p b a p bϕ =
− − −

 

 
( )

( )( )
2

0 11 11

2 2 2
11 11 22 22 12

,a

M b а p
А

b а p b a p bϕ

−
= −

− − −
 (4) 

где 11 ;w ga n I=  22 ;aa I=  ( ) 2
11 ;w bg ga gb n с с r= +  

12 ;w ga g ab n с r r= −  2
22 .a w ga ab с n с r= +  

Из формул (4) можно определить собственные 
частоты колебаний системы солнечной шестерни 
с сателлитами, приравняв нулю знаменатель: 

( ) ( )4 2 2
11 22 11 22 11 22 11 22 12 0.a a k b a a b k b b b− + + − =  

Решение биквадратного уравнения: 

( )

( )

11 22 11 222
1,2

11 22

2 2
11 22 11 22 11 22 11 22 12

11 22

2

( ) 4
.

2

b a a b
k

a a

b a a b a a b b b

a a

+
= ±

+ − −
±

 

Для дальнейшего анализа воспользуемся со-
отношениями между массогабаритными харак-
теристиками планетарной передачи [21]: 

( )0,5 1 ;g ar i r= −   ( )20,5 1 ;g g am k m i= −  

2 ;a a a wm k r b= ρπ   
( )42 20,5 1

;
2 2
g g g a a

g

m r k m i r
I

−
= =  

2

.
2
a a

a
m rI =  

Здесь ρ – плотность; wb  – ширина венцов зубча-
тых колес; gk  – коэффициент заполнения сател-
лита; i – передаточное отношение механизма. 

После подстановки выражений для массовых 
и упругих коэффициентов ,ija  ijb  с учетом того, 
что жесткость зубчатых зацеплений 

0,075 ;bg ga wc c Eb= =  жесткость вала на кручение 

,a p ac GI l=  где ( )2 1G E= ⎡ + μ ⎤⎣ ⎦  – модуль уп-

ругости второго рода, μ – коэффициент Пуассо-
на; 4 432 2p a aI d r= π = π  – полярный момент 
инерции сечения вала шестерни, al  – длина оси 
солнечной шестерни, собственные частоты 
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2
1,2 2 2 2

2

2
2

0,15 1
(0,5 1) 0,6 (1 )

1 0,25 .
(0,5 1) 0,6 (1 )

w
a a g a w

w
g a w

Ek n
k m z k i l b

n
k i l b

⎡ π
= + + ±⎢ ′ ′πρ − + μ⎢⎣

⎤⎡ ⎤π ⎥± − +⎢ ⎥ ⎥′ ′− + μ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎥⎦

 

Здесь радиус шестерни записан в виде ,a ar mz=  
где m – модуль зацепления, az  – число зубьев 
шестерни; относительные величины ;a a al l r′ =  

.w w ab b r′ =  
Зная частоты 1k  и 2 ,k  выражения для ампли-

туд переписываем в виде 

( )( )
0 12

2 2 2 2
11 22 1 2

;g
M bА

а а p k p kϕ =
− −

 

( )( )
2

0 11 11
2 2 2 2

11 22 1 2

( ) ,a
M b а pА

а а p k p kϕ

−
= −

− −
 

или .a gА Аϕ ϕ= μ  Коэффициент формы μ =  

( )2
0 11 11 12 .M b а p b= − −  

Вынужденные колебания сателлита  
с осью повышенной податливости 
При подстановке найденных значений 

( )cosg gА ptϕϕ = + γ  и ( )cosa aА ptϕϕ = + γ  
в уравнение (3) находится частное решение: 

( )1cos .gy A pt= + γ  Амплитуда 

( )
( )

( )( )( )

0 12

2
11 11

2 2 2 2 2 2
11 22 1 2

tg tg

tg

.

bg gb ga ga g

ga a ga

g

A M с c r b

c r b а p

m а а p k p k p k

⎡= − α + α +⎣
⎤+ α − ⎦

− − −

 

Здесь ( )2 2
hgу g hk с m= − ϕ  – собственная частота 

колебаний сателлита в радиальном направле-
нии, которая определяется в первую очередь 
жесткостью оси сателлита при изгибе 

33 .hgу xс EI l=  Сечение оси с повышенной по-
датливостью в первом приближении можно 
считать прямоугольным (рис. 4). Тогда момент 
инерции сечения 3 12,xI bh=  где ,b D≈  

,h D= χ  χ  – доля диаметра; 3 4 12.xI D= χ  Диа-
метр и длина оси выражаются через диаметр 
сателлита: ;gD Dr=  оси оси .gl l r=  Тогда 

3 4

3
оси

,
4

g
hgу

E D r
с

l
χ

=  и собственная частота колеба-

ний сателлита в радиальном направлении 

( )
23 4

3 2 2
оси

.
4 0,5 1

a

g w a

E Dk
l k i b m z i

ωχ
= −

′πρ −
 

 
Рис. 4. Сечение податливой оси сателлита 

Fig. 4. Section of a flexible axles of the satellite 

На рис. 5 приведены зависимости собствен-
ной частоты колебаний сателлита в радиальном 
направлении при разных значениях входных 
величин. Графики соответствуют следующим 
значениям величин: [ ] 550 МПа,Fσ =  1,D =  

оси 2,l =  2,wb′ =  18,az =  112,1 1 П0 а,E = ⋅  
3кг7800 ,/мρ =  0,8,gk =   100 рад/с.aω =  

 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Зависимость собственной частоты колебаний 
сателлита в радиальном направлении от модуля m 
и от передаточного отношения i: (а):  – i = 4,  – 
i =5,  – i = 7,  – i = 10; от относительной высоты 
сечения податливой оси χ (б):  – χ = 0,25,  – χ = 0,5, 

 – χ = 0,75,  – χ = 1 

Fig. 5. Dependence of natural frequency of vibrations of 
the satellite in the radial direction from module m and 
from the gear ratio i: (a):  - i = 4,  - i =5,  - i = 7, 

 - i = 10; from the relative height of section of a flexible 
axles χ (б):  - χ = 0.25,  - χ = 0.5,  - χ = 0.75,  - 
χ = 1 
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Момент на валу солнечной шестерни 
0 cos ,M M pt=  0 .hM M i=  Из известной зави-

симости расчета зубьев на изгибную прочность 
допускаемый момент [ ]hM  на валу водила 

[ ] [ ]2
,F w w w

h
F F

a n b m
M

Y K
σ

=  где 0,5w aa ir=  – межосе-

вое расстояние; FY  – коэффициент формы зуба; 

FK  – коэффициент неравномерности распреде-
ления нагрузки в зацеплениях колес [22]; [ ]Fσ  – 
допускаемые напряжения изгиба зуба.  

После подстановки жесткостей зубчатых за-
цеплений 0,075 ,bg ga wc c Eb= =  выражений для 
коэффициентов ,ija  ijb  и момента 0 ,M  ампли-
туда 

( )( )( )
2

2 2 2 2 2 2
1 2

,XpA
k p k p k p

= −
− − −

 

где 

[ ]
( )22 2 3 4

0,15 tg 1 .
0,5 1

F w

F F g a a

E nX
Y K k k m z i

σ α
=

π ρ −
 

Изменение параметра X, характеризующего 
часть амплитуды колебаний сателлита, не зави-
сящую от собственных и вынужденных частот, 
приведено на рис. 6. 

 

 

Рис. 6. Изменение параметра X в зависимости от мо-
дуля m и передаточного отношения i:  – i = 4,  – 
i = 5,  – i = 7,  – i = 10 

Fig. 6. Change of parameter X depending on module m 
and the gear ratio i:  - i = 4,  - i = 5,  - i = 7,  - 
i = 10 

Амплитудно-частотная характеристика коле-
баний планетарного механизма приведена на 
рис. 7. Графики соответствуют следующим зна-
чениям величин: [ ] 550Fσ =  МПа, 3,wn =  2,m =  

3,75,FY =  1,FK =  4,al′ =  2,wb′ =  18,az =  
112,1 1 П0 а,E = ⋅  3кг7800 ,/мρ =  0,8,gk =  1,ak =  

4,i =  100 рад/с.aω =  

 

 
Рис. 7. Амплитудно-частотная характеристика коле-
баний сателлита в радиальном направлении в зави-
симости от передаточного отношения i:   – i = 4, 

 – i = 7 

Fig. 7. An amplitude-frequency characteristic of vibra-
tions of the satellite in the radial direction depending on 
the gear ratio i:  - i = 4,  - i = 7 

Анализ результатов 
Особенности расчетной схемы и принятых 

допущений позволили разделить анализ вынуж-
денных колебаний планетарного механизма на 
исследование двух независимых систем: выну-
жденные колебания солнечной шестерни и са-
теллита вследствие податливости зубьев и вы-
нужденные колебания сателлита в радиальном 
направлении вследствие податливости оси са-
теллита. 

Амплитудно-частотная характеристика сол-
нечной шестерни и сателлита свидетельствует 
о том, что в диапазоне массогабаритных харак-
теристик и передаточных чисел планетарных 
механизмов, чаще всего встречающихся на 
практике, возрастание амплитуды вынужденных 
колебаний этой системы возможно только при 
значительной величине частоты вынуждающей 
силы, причем первая частота находится в рай-
оне 7000 рад/с, а вторая – 19000 рад/с. В связи с 
этим учет вынужденных колебаний в планетар-
ных передачах данной схемы может быть актуа-
лен только в некоторых высокоскоростных пе-
редачах. 

Податливость оси сателлита значительно 
сказывается на собственной частоте и амплиту-
де вынужденных колебаний. Так, проведенные 
расчеты и графики свидетельствуют о том, что 
уменьшение относительной высоты сечения по-
датливой оси χ от 1 до 0,5 снижает собственную 
частоту колебаний сателлита в радиальном на-
правлении примерно в три раза, что увеличива-
ет вероятность резонансных явлений. 

Увеличение передаточного отношения меха-
низма с податливой осью сателлита также 
уменьшает собственную частоту колебаний са-
теллита, но в меньшей степени. Так, увеличение 
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передаточного отношения с 4 до 10 приводит 
к уменьшению собственной частоты примерно 
в два раза. 

Наиболее сильно на собственную частоту са-
теллита с податливой осью оказывает увеличе-
ние модуля зацепления. Увеличение модуля за-
цепления в два раза приводит примерно к дву-
кратному уменьшению собственной частоты. 

Амплитудно-частотная характеристика са-
теллита с податливой осью указывает на увели-
чение амплитуд вблизи резонансных областей 
при уменьшении передаточного числа передачи. 
При увеличении передаточного отношения до 7 
наблюдается резкое уменьшение амплитуд 
вблизи резонансных областей и в области меж-
ду первой и второй частотами. 

Выводы 
Возрастание амплитуды вынужденных коле-

баний планетарных передач с элементами по-
вышенной податливости возможно при высокой 
частоте вынуждающей силы. Вероятность появ-
ления резонансных явлений возрастает при 
уменьшении высоты сечения податливой оси 
сателлита в радиальном направлении, но неха-
рактерно для большинства планетарных пере-
дач, используемых на практике. 

С увеличением передаточного отношения 
амплитуда вблизи резонансных областей резко 
уменьшается. В то же время при увеличении 
передаточного отношения уменьшается значе-
ние собственной частоты сателлита с податли-
вой осью, что уменьшает значение резонансных 
частот. С увеличением модуля зацеплений 
и, следовательно, диаметров колес опасность 
резонансных явлений возрастает. 

Полученные зависимости между показателя-
ми прочности зацеплений и характеристиками 
планетарных передач позволяют подобрать ра-
циональные значения параметров планетарной 
передачи, обеспечивающие ее максимальную 
нагрузочную способность при улучшенных мас-
согабаритных показателях. 
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Forced Vibrations of Planetary Gears with Elements of the Increased Flexibility 

 
I.A. Pushkarev, Post-graduate, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 

 
The paper continues the research of dynamics of planetary gears with elements of the increased flexibility. The ba-

sis for the analytical model and input equations is the system of nine differential equations of dynamics of the plane-
tary mechanism received earlier. In the generalized forces the engine moment, the moment caused by torsion of an 
elastic shaft of a sun gearwheel, and elastic forces in meshing of gearwheels and on satellites axes are considered. 

The planetary carrier’s speed is assumed to be constant. The rigidity of the axis of the satellite in the tangential di-
rection considerably exceeds the rigidity of the axis in the radial direction, therefore, the displacement in the tangen-
tial direction is absent. The moment of the engine changes under the harmonious law. In this case forced vibrations of 
a sun gearwheel and the satellite can be considered separately from forced vibrations of the satellite in the radial di-
rection owing to flexibility of the satellite axis. Amplitude-frequency characteristics of these oscillations are con-
structed. Characteristics of vibration processes are expressed through mass-dimensional, kinematic and strength pa-
rameters of the planetary gear taking into account flexibility of its elements. 

Influence of the relative height of the flexible axis section, gear ratio of the mechanism and module of gearing on 
the amplitude of forced vibrations and the position of the resonance area is investigated. Conclusions are drawn on 
limits of variation of these parameters and their influences on the structure of planetary gears. 

 
Keywords: planetary gear, flexibility of elements, dynamic, vibrations. 
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