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Предложен способ оценки амплитуд, частот и фаз конечного числа простых периодических составляю-

щих сложного сигнала по дискретному спектру сложного сигнала, полученному быстрым преобразованием 
Фурье. В предложенных алгоритмах используются априорные данные (объем реализации и шаг дискретиза-
ции) и измеренные или вычисленные данные (действительные и мнимые части отсчетов спектра, лежащих 
около наибольших максимумов модуля спектра). 

Проведено моделирование работы предложенного алгоритма. Моделировался суммарный сигнал, состоя-
щий из семи синусоид с единичными амплитудами, разными частотами и фазами. Шум канала моделировался 
добавлением нормально распределенной случайной величины к точному отсчету суммарного сигнала, а поме-
ха 50 Гц – добавлением реализации синусоиды со случайной амплитудой и фазой. Определение параметров 
слагаемых синусоид осуществлялось двумя итерационными способами. При первом способе суммарный 
спектр сигнала рассматривался как сумма спектров семи независимых сигналов; при втором способе – как 
сумма  спектров независимых пар сигналов. Погрешности определения фаз не превосходили 3 %, а погрешно-
сти измерения амплитуд и частот – 1 %. 

Проведенное исследование может служить теоретическим обоснованием алгоритма измерения ампли-
туд, частот и фаз конечного числа простых периодических составляющих сложного сигнала с помощью бы-
строго преобразования Фурье при отсутствии априорных сведений о параметрах сигнала с использованием 
только действительных и мнимых составляющих дискретного спектра сигнала. 

 
Ключевые слова: быстрое преобразование Фурье, простой периодический сигнал, амплитуда, частота, фаза, 
спектр сигнала. 

 
 

Введение 
ктуальной задачей применения цифро-
вых измерительных систем является 
оценка параметров входного сигнала, 

то есть разложение его на простые составляю-
щие, определение их параметров, физической 
природы и идентификация источников сигнала 
(например, измерение векторов гармонического 
сигнала на фоне периодических помех). При 
этом проводятся дискретные цифровые измере-
ния сигналов и используются короткие реализа-
ции реальных сигналов, что важно для исследо-
вания нелинейных и нестационарных процес-
сов. В связи с этим возникает проблема создания 
таких методик и алгоритмов обработки сигналов, 
которые обеспечивают необходимую точность 
и требуют наименьших вычислительных затрат 
(времени обработки) этих реализаций. 

Для оценки параметров входного сигнала 
используются разные методы оценки стацио-
нарных, нестационарных и нелинейных данных, 
которые базируются на простом предположе-
нии, что любые сигналы состоят из разнообраз-
ных простых внутренних видов колебаний 

и различаются априорными и адаптивными ба-
зисами разложения [1–3]. Для анализа квазиде-
терминированных и случайных дискретных 
электрических измерительных сигналов во мно-
гих предметных областях проблемой является 
конечность интервала измерения и скрытые пе-
риодические, почти периодические и ангармо-
нические сигналы, что требует применения на-
ряду с временной формой также частотной 
и частотно-временной форм представления [4]. 
Например, если частоты составляющих извест-
ны, то для определения неизвестных амплитуд 
и фаз сложного сигнала можно применить алго-
ритм, использующий дискретное синус-косинус 
преобразование Фурье [5]. В работе [6] рас-
смотрен цифровой способ определения началь-
ной фазы гармонического сигнала при частоте 
отсчетов меньше частоты Найквиста. При флук-
туациях параметров гармонических составляю-
щих в работе [7] получены оценки средней 
мощности сигнала с флуктуацией фаз состав-
ляющих гармонических колебаний и аналитиче-
ские выражения для распределения указанной 
оценки. 

А 
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Метод, использующий быстрое преобразова-
ние Фурье (БПФ), позволяет проводить разбие-
ние и оценку параметров составляющих вход-
ного сигнала и дает устойчивое разложение 
сигнала на простые составляющие при отсутст-
вии априорных сведений о частотах составляю-
щих суммарного сигнала. В работе [8] описан 
алгоритм оценки амплитуды, а в работе [9] при-
веден сложный алгоритм вычисления амплитуд 
и фаз исследуемого сигнала из двух составляю-
щих. 

Цель данного исследования – построение ал-
горитма оценок амплитуд, частот и фаз произ-
вольного числа простых периодических состав-
ляющих входного сигнала при спектральном 
анализе c использованием БПФ при отсутствии 
априорных сведений об измеряемых параметрах 
реализации сигнала. В качестве информативных 
данных для проведения вычислений использу-
ются ближайшие отсчеты околовыраженных 
максимумов модуля спектра, следовательно, 
наличие экстремумов в спектре, как и наличие 
экстремумов в сигнале для метода ННТ [10], 
позволяет разбить сигнал на простые состав-
ляющие. 

Алгоритм оценки параметров  
входных сигналов 
Рассмотрим алгоритм оценки амплитуд, час-

тот и фаз периодических составляющих корот-
кой реализации входного в общем случае неста-
ционарного сигнала на примере сигнала в виде 
суммы синусоид с неизвестными произвольны-
ми частотами, амплитудами и фазами: 

 ( ) ( )
1

cos ,
Ns

n n n
n

A t A t
=

= Ω + ϕ∑  (1) 

где nΩ  – круговые частоты; nA  – амплитуды; 

nϕ  – фазы простых составляющих суммарного 
сигнала; Ns – число слагаемых (простых сиг-
налов). Эти величины считаются постоянными 
на длине короткой реализации суммарного 
сигнала. 

Первичная оценка значений спектра на дис-
кретном множестве частот, полученная после 
оцифровки сигнала, при прямоугольном вре-
менном окне и алгоритме БПФ 

 ( ) ( ) ( ) ,
2k N k

tS S K d
∞

−∞

Δ
ω = ω ω − ω ω

π ∫  (2) 

где ( )S ω  – спектр сигнала; k kω = Δω  – дис-
кретная частота; 2 ТΔω = π  – (шаг) разрешение 
по частоте; Т tN= Δ  – длина реализации (время 
измерения); tΔ  – шаг дискретизации по време-
ни; N – число отсчетов сигнала (объем выбор-
ки); [0  1]k N∈ −  – номер отсчета спектра, по-
лученного БПФ.  
Здесь 

 ( ) ( )( )
( )( )

exp 1
exp 1

k
N k

k

j T
K

j t
ω − ω −

ω − ω =
ω − ω Δ −

 (3) 

есть функция основного спектрального окна при 
БПФ, определяющая точность первичной оцен-
ки спектра с помощью БПФ. 

Спектр бесконечного сигнала вида (1) опре-
деляется выражением [11]  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1
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exp ,
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n n

S A j

j
=

ω  = π ⎡δ Ω − ω ϕ + ⎣

+ δ Ω − ω − ϕ ⎤⎦

∑
 

(4)
 

где ( )δ ω  – дельта-функция Дирака. 
Выражение для спектра, полученного БПФ от 

конечной реализации сигнала согласно (2)–(4), 
примет вид 

 
( ) ( ) ( )(
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k n N n k n
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K j
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Δ
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(5)

 

Используя (3) для функции основного спек-
трального окна при БПФ, выражение (5) приве-
дем к виду 

 

( )
( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )( )
( )( ) ( ) ( )

1

sin 0,5
exp 0,5 (1 )

2 sin 0,5

sin 0,5
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n k
n k n

n k

TTS A j T j
T

T
j T j

T

=

⎧ Ω − ωε ⎪ω = ⎡ Ω − ω − ε + ϕ ⎤ +⎨ ⎣ ⎦Ω − ω ε⎪⎩
⎫Ω + ω ⎪+ ⎡− Ω + ω − ε − ϕ ⎤⎬⎣ ⎦Ω + ω ε ⎪⎭

∑
 

(6)

 

где .t Tε = Δ  Заметим, что, как правило, дли-
тельность реализации T при корректных изме-
рениях значительно больше времени дискрети-
зации Δt, T tΔ  или 1,ε  что будет исполь-
зовано далее. 

Пусть частоты сигналов ,n n nmΩ = Δω α+ Δω  
где ( ) roundn nm = Ω Δω  – ближайшая целая 
часть отношения круговых частот сигналов 
к разрешению по частоте; round () – оператор 
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округления до ближайшего целого; nα  – дроб-
ные части отношения круговых частот сигналов 
к величине Δω  (погрешность округления). 
Дробная часть удовлетворяет соотношению 

0,5α ≤  и является случайной величиной, рас-
пределенной по равномерному закону [12]. 

Выражение (6) представим в виде суммы 
действительной и мнимой частей спектра 

 

( )
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sin sin sin 2
2sin sin ,
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⎫α π Ψ πε ⎪+ α π Ψ + ⎬
+ α + πε + α − πε ⎪⎭

∑
 

(7)

 

где .n n nψ = ϕ + α π  
Выражение (8) представим в виде, удобном для дальнейших преобразований: 
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(8)

 

Пусть сигнал состоит из одной синусоиды. Параметры синусоиды в этом случае находятся из 
простых соотношений для отсчетов действительной и мнимой части спектра с номерами , 1k k ±  со-
гласно (8): 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( )

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 11

cos 2 sin cos sin( ) cos 2 ;

cos 2 sin sin sin 2 ;

cos 2 1 sin cos sin( ) cos 2 1 ;

cos 2 1 sin( )sin( )sin(2( 1) ) ,

k

k

k

k

X k d AT b k d

Y k d AT k

X k d AT b k d

Y k d AT k

±

±

⎡ ⎤πε − = ε α π Ψ + Ψ πε −⎣ ⎦
πε − = ε α π Ψ πε

⎡ ⎤± πε − = ε α π Ψ + Ψ ± πε −⎣ ⎦

± πε − = ε α π Ψ ± πε

 (9) 

где ( )( ) ( )( ) 2
1 1 1 1 1 1 1cos 2 ; sin 2 1 .d m b m d= + α πε = + α πε = −  

Получим согласно (9) отчеты спектра kX  с номерами 1k +  и 1.k −  Сложим отсчеты спектра 
с номерами 1k +  и 1,k −  получим 

 
( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

cos 2 1 cos 2( 1)

2 sin cos sin cos 2 cos 2 .

k kX k d X k d

AT b k d

+ −⎡ ⎤+ πε − + ⎡ − πε − ⎤ =⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤= ε α π Ψ + Ψ πε πε −⎣ ⎦

 
(10)

 

Или согласно (9) 

 
( )( ) ( )( ){ } ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

1 1 1 1

cos 2 1 cos 2 1 cos 2

2 cos 2 cos 2 2 sin sin cos 2 1 .

k k

k

X k d X k d k

X k d k AT

+ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ πε − + − πε − πε =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= πε − πε + ε α π Ψ πε −
 

(11)
 

Пользуясь условием 1,ε  можем положить, что ( )cos 2 1,πε ≈  и затем, используя (11), получим 
замкнутое уравнение для нахождения параметра 1 :d  

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1cos 2( 1) cos 2( 1) 2 cos 2 .k k kX k d X k d X k d+ − ⎡ ⎤⎡ + πε − ⎤ + ⎡ − πε − ⎤ = πε −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (12) 

Рассмотрим далее отчеты спектра kX  с номерами * 1k +  и * 1.k −  Сложим отсчеты спектра с но-
мерами * 1k +  и * 1,k −  получим согласно (11) 
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( )( ) ( )( ){ } ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

* * *
1 1 1 1

* *
1 1 1 1

cos 2 1 cos 2 1 cos 2

2 cos 2 cos 2 2 sin sin cos 2 1 .

k k

k

X k d X k d k

X k d k AT

+ −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ πε − + − πε − πε =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= πε − πε + ε α π Ψ πε −
 

(13)
 

Вычтем из выражения (11) выражение (13), получим замкнутое точное уравнение для нахожде-
ния параметра 1 :d  

 

( )( ) ( )( ){ } ( )

( )( ) ( )( ){ } ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1

* * *
1 1 1 1

* *
1 1
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2 cos 2 cos 2 2 cos 2 cos 2 .

k k

k k
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X k d X k d k

X k d X k d k

X k d k X k d k

+ −

+ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ πε − + − πε − πε −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + πε − + − πε − πε =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= πε − πε − πε − πε

 

(14)

 

При использовании отсчетов kY  замкнутое точное уравнение для нахождения параметра 1d  имеет 
вид согласно (9) 

 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )1 11
cos 2 sin 2 1 cos 2 1 sin 2 .k k

Y k d k Y k d k
±

πε − ± πε = ± πε − πε  (15) 

Выбор номера отсчета 1k m=  в уравнениях 
(12), (15) на максимуме спектра позволяет 
уменьшить влияние шумов и ошибок округле-
ния, а выбор уравнений для определения пара-
метра 1d  зависит от величин действительной 
и мнимой частей спектра. Использование точно-
го уравнения (14) ограничено величиной шума, 
поскольку приходится брать отсчет *k  рядом 
с максимумом спектра. Используя вычисленное 

значение параметра 1,d  найдем из соотношения 

( )( )1 1 1cos 2d m= + α πε  параметр 1,α  а из урав-

нений (9) произведения ( ) ( )1 1 1 1cos ; sin  .A AΨ Ψ  
Эти произведения позволяют получить фазу 
и амплитуду сигнала. 

Построим алгоритм вычисления параметров 
двух синусоид по отсчетам спектра суммарного 
сигнала. Согласно (8) действительную и мни-
мую части спектра можно записать в виде 
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(16)
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1 2

1 1 1 2 2 2 2 1

cos 2 cos 2
sin 2

sin sin cos 2 sin sin cos 2 ,

k
Y k d k d

k

AT k d A T k d

πε − πε −
=

πε

= ε α π Ψ πε − + ε α π Ψ πε −

 

(17)

 

где ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2cos 2 ; sin 2 .d m b m= + α πε = + α πε  
Отсчеты действительной (16) и мнимой (17) частей спектра в точках 1k +  и 1:k −  

 

( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )
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2 2 2 2 1
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sin cos cos 2 1
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k d k d

± ± πε − ± πε − =

⎡= ε α π Ψ ± πε − +⎣
⎤+ α π Ψ ± πε − ± πε − +⎦

⎡+ ε α π Ψ ± πε − +⎣
⎤+ α π Ψ ± πε − ± πε − ⎦

 

(18)
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( )( )( ) ( )( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 21

1 1 1 2 2 2 2 1

cos 2 1 cos 2 1

sin 2 1

sin sin cos 2 1 sin sin cos 2 1 .

k
Y k d k d

k

AT k d A T k d

±
± πε − ± πε −

=
± πε

= ε α π Ψ ± πε − + ε α π Ψ ± πε −

 

(19)

 

Разложим аналогично в правой части выраже-
ния (19) ( )( ) ( ) ( )cos 2 1 cos 2 cos 2k k± πε = πε πε ∓  

( ) ( )sin 2 sin 2kπε πε∓  и, пользуясь условием 
1,ε  полагаем ( )cos 2 1.πε ≈  Складывая отсче-

ты мнимой части спектра с номерами 1k +  
и 1k −  и пользуясь выражением (17), получим 
замкнутое уравнение для нахождения парамет-
ров 1 2, :d d  

 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1 2 1

1 2 1

2 1

cos 2 1 cos 2 1 sin 2 1

cos 2 1 cos 2 1 sin 2 1

2 cos 2 cos 2 sin 2 .

k

k

k

Y k d k d k

Y k d k d k

Y k d k d k

+

−

+ πε − + πε − + πε +

+ + πε − − πε − − πε =

= πε − πε − πε

 

(20)

 

Для получения замкнутого уравнения по действительным отсчетам спектра вычисляются отсчеты 
действительной части спектра с номерами * 1k +  и * 1,k −  при условии ( )cos 2 1πε ≈  они преобразу-
ются и складываются: 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

* *

*

1 1 2 1 1 2

2*
1 2

* * * *
1 2 1 21 1

* *
1 2

cos 2 1 cos 2 1 cos 2 1 cos 2 1

2 cos 2 cos 2 sin 2

cos 2 1 cos 2 1 cos 2 1 cos 2 1

2 cos 2 cos 2 sin 2

k k

k

k k

k

X k d k d X k d k d

X k d k d k

X k d k d X k d k d

X k d k d k

+ −

+ −

⎡ + πε − + πε − + − πε − − πε − −⎣

⎤− πε − πε − πε −⎦
⎡− + πε − + πε − + − πε − − πε − −⎢⎣

⎤− πε − πε − πε⎦
2 0.=

 

(21) 

Используя отсчеты мнимой части спектра в точках с номерами 1,k +  1k −  и * 1,k +  * 1,k −  можно 
получить точное замкнутое уравнение для мнимых отсчетов спектра: 

( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

*

*

* *
1 21 21 1

* *

* *
1 21 21 1

* *

cos 2 1 cos 2 1cos 2 1 cos 2 1

sin 2 1 cos 2 sin 2 1 cos 2

cos 2 1 cos 2 1cos 2 1 cos 2 1

sin 2 1 cos 2 sin 2 1 cos 2

cos 2

k k

k k

k

Y k d k dY k d k d

k k k k

Y k d k dY k d k d

k k k k

Y k

+ +

− −

+ πε − + πε −+ πε − + πε −
− +

+ πε πε + πε πε

− πε − − πε −− πε − − πε −
+ − =

− πε πε − πε πε

π
=

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )*

* *
1 21 2

* *

cos 2 cos 2cos 2
.

sin 2 cos 2 sin(2 )cos(2 )
k

Y k d k dd k d

k k k k

πε − πε −ε − πε −
−

πε πε πε πε

 

(22) 

Решение системы уравнений (20), (21) можно 
провести следующим образом. Поскольку отно-
сительно произведения 1 2d d  и суммы 1 2d d+  мы 
имеем линейную систему уравнений, то, решая 
ее, найдем указанные величины. В этом случае 
согласно теореме Виета [13] можно построить 
квадратное уравнение для нахождения величин 

1 2, .d d  Далее мы вычисляем корни квадратного 
уравнения 1 2,d d  и определяем параметры 1 2,α α  
из соотношений ( )( )cos 2 .n n nd m= + α πε  Ис-

пользуя соотношения (16), (17) для действи-
тельной части спектра в точках 1k m=  и 2k m=  
и найденные из уравнений (20) и (21) величины 

1 2, ,α α  получим четыре уравнения для четырех 
неизвестных. Из них найдем произведения 

( ) ( )1 1 2 2cos ; cos  ,A AΨ Ψ ( ) ( )1 1 2 2 sin ; sin .A AΨ Ψ  
Эти произведения позволяют получить фазы 
и амплитуды сигналов. В качестве значений но-
меров точек k берутся номера 1 2,m m  максиму-
мов спектра, поскольку это позволяет умень-
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шить влияние шумов и ошибок округления на 
определение фаз и амплитуд сигналов. 

Проведя аналогичные рассуждения, можно 
получить систему уравнений для нахождения 
параметров слагаемых суммы трех и более си-
нусоид. Но проведенное компьютерное модели-
рование показало, что для определения пара-
метров слагаемых суммы произвольного числа 
синусоид с погрешностью в интервале [3 % 1 %] 
можно ограничиться только выражениями (13), 
(15) и (20), (21). 

Моделирование 
Для проверки работы алгоритма было про-

ведено компьютерное моделирование. Моде-
лировался суммарный сигнал, состоящий из 
семи слагаемых синусоид с частотами 321, 
353, 463, 537, 837, 1237, 2233 Гц, амплитуда-
ми, равными единице, и фазами, равными, со-
ответственно, 1, pi/3, pi/7, 3pi/2, pi/5, pi/3, 1. 
Шум канала моделировался добавлением нор-
мально распределенной случайной величины 
к точному отсчету суммарного сигнала, а по-
меха 50 Гц – добавлением реализации сину-
соиды со случайной амплитудой и фазой. Ма-
лый параметр 2,5 4t T Eε = Δ = −  выбирался 
таким, чтобы погрешность определения фаз 
синусоид не превышала 3 % при отсутствии 
шума и помех. Далее моделировался сигнал 
с частотами в десять раз большими начально-
го случая, а длина реализации T уменьшалась 

в десять раз, что фиксировало параметр 
2,5 4.t T Eε = Δ = −  

На рис. 1 приведен вид части суммарного 
сигнала, образованного суммой синусоид с еди-
ничными амплитудами и частотами 321, 353, 
463, 537, 837, 1237, 2233 Гц соответственно. 

На рис. 2 приведен вид части суммарного 
сигнала и нормального шума с СКЗ 1.σ =  

На рис. 3 приведен амплитудный спектр 
суммарного сигнала с добавленным нормаль-
ным шумом с СКЗ 1.σ =  По оси абсцисс отло-
жены порядковые номера отсчетов спектра. 

Определение параметров слагаемых синусо-
ид проходило двумя способами. 

При первом способе используются уравне-
ния (11), (13), полученные для сигнала из одной 
синусоиды, т. е. суммарный спектр сигнала рас-
сматривался как сумма спектров семи незави-
симых сигналов. Параметр k в выражениях (11), 
(13) последовательно менялся от 1m  до 7 .m  

При втором способе используются уравнения 
(19), (20), полученные для суммарного сигнала 
из двух синусоид, т. е. спектр суммарного сиг-
нала рассматривается как сумма спектров неза-
висимых пар сигналов. Параметр k в выражении 
(20) последовательно выбирался парами 1 2, ;m m  

2 3, ;m m  3 4,m m  от 1m  до 7 ,m  а в выражении (21) 
параметры k и k* последовательно выбирались 
парами 1 2, ;m m  2 3, ;m m  3 4,m m  и т. д. 
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Рис. 1. Вид суммарного сигнала, образованного семью синусоидами 

Fig. 1. Kind of the total signal formed by seven sinusoids 
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Рис. 2. Вид суммарного сигнала с добавлением нормального шума 

Fig. 2. Kind of a total signal with addition of normal noise 
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Рис. 3. Вид спектра суммарного сигнала с добавлением нормального шума 

Fig. 3. Kind of a spectrum of a total signal with addition of normal noise 

Выводы 
Из проведенного анализа и численного моде-

лирования способов измерения амплитуд, час-
тот и фаз составляющих суммарного сигнала 
следуют выводы: 

– при выполнении условий корректной 
оцифровки сигналов, когда частота дискретиза-
ции 2D mω ≥ ω  ( mω  – максимальная частота 
спектра сигнала), передискретизация в два раза 
и более необходима для измерения амплитуд,  
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частот и фаз составляющих коротких реализа-
ций суммарного сигнала с требуемой точно-
стью; 

– при отсутствии шумов в сигнале первый 
и второй способы позволяют с погрешностью не 
более 3 % измерять фазы составляющих сигнала 
по известным отсчетам действительной и мни-
мой частей спектра суммарного сигнала при 

2,5 4.Eε = −  Погрешность определения фазы 
вторым способом меньше примерно в 1,4 раза. 
Следует отметить, что величина измеренной 
фазы иногда может отличаться от действитель-
ной на величину π± , что связано с проведени-
ем вычислений обратных тригонометрических 
функций при реализации данного алгоритма; 

– при отсутствии шумов в сигнале первый 
и второй способы позволяют с погрешностью не 
более 1 % измерять амплитуды и частоты со-
ставляющих сигнала по известным отсчетам 
действительной и мнимой частей спектра сум-
марного сигнала при 2,5 4.Eε = −  Погрешность 
определения амплитуды и частоты вторым спо-
собом меньше примерно в 1,4 раза; 

– при отсутствии помехи и шумов в сигнале 
уменьшение параметра ε в 10 раз приводит 
к уменьшению погрешности примерно в 3…5 раз. 
Причем погрешность вычисления по второму 
способу меньше примерно в 2 раза; 

– разрядность АЦП, определяющая погреш-
ность оцифровки и лежащая в пределах 10…14, 
обеспечивает приемлемую погрешность изме-
рения параметров сигнала (дальнейшее увели-
чение разрядности АЦП не приводит к сущест-
венному уменьшению погрешности измерения); 

– влияние сильной помехи, например, сигна-
ла промышленной частоты 50 Гц, на погреш-
ность измерения можно компенсировать ис-
пользованием алгоритма определения амплитуд, 
фаз и частот составляющих простых периодиче-
ских сигналов по спектру суммы сигнала и по-
мехи, считая помеху дополнительной состав-
ляющей суммарного сигнала; 

– шум в канале приводит к увеличению по-
грешности, и для ее уменьшения требуется уве-
личение объема выборки (длины реализации 
и частоты дискретизации), которое приводит 
к увеличению максимумов спектра и разреше-
ния по частоте .Δω  Погрешности измерения по 
первому и второму способам при больших зна-
чениях шума СКЗ 1,σ =  равной амплитуде сиг-
налов мало отличаются друг от друга и меньше 
3 % при 5 5;Eε ≤ −  

– отсутствие существенного уменьшения по-
грешности при использовании второго способа 
измерений объясняется тем, что в нем исполь-

зуются приближенные уравнения, а в первом 
случае – точные. Наличие шума приводит к то-
му, что использование шеститочечных 

1, , 1k k k+ −  и * * *1, , 1k k k+ −  точных уравне-
ний (22) не приводит к уменьшению погрешно-
сти, поскольку надо брать отсчеты рядом с мак-
симумами спектра, а они относительно сильнее 
изменены шумом, чем отсчеты максимумов 
спектров. 

Проведенное исследование может служить 
теоретическим обоснованием алгоритма изме-
рения амплитуд, частот и фаз конечного числа 
простых периодических составляющих сложно-
го сигнала с помощью БПФ при отсутствии ап-
риорных сведений о параметрах сигнала с ис-
пользованием только действительных и мнимых 
составляющих дискретного спектра сигнала. 
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Measuring of Amplitudes, Frequencies and Phases of Simple Periodic Components of the Complex Signal  
at Spectral Analysis by Fast Fourier Transform 

 
S.V. Lеn’kоv, DSc in Engineering, Physicаl-Technical Institute, Udmrut Federal Research Center of the Ural Branch 
of the Russian Academy of Sciences, Izhevsk, Russia 

 
The method of estimation of amplitudes, frequencies and phases of final number of simple periodic components of 

a difficult signal on the discrete spectrum received by fast Fourier transformation (FFT) is offered. In order to apply 
the offered algorithms it is necessary to know only aprioristic data (the minimum volume of realization and the step of 
digitization) and the calculated data - the valid and imaginary parts of readout of the spectrum laying about the 
greatest maxima.  

Modeling of the offered algorithm operation is carried out. The total signal consisting of seven sinusoids with indi-
vidual amplitudes, different frequencies and phases was modeled. Channel noise was modeled by the addition of nor-
mally distributed random variable to the exact readout of the total signal, and the noise of 50 Hz – by the addition of 
realization of a sinusoid with the random amplitude and phase.  

Definition of parameters of composed sinusoids was made by two iterative methods. At the first method the total 
spectrum of a signal was considered as the sum of spectra of seven independent signals. At the second method the 
spectrum of a total signal was considered as the sum of spectra of independent pairs of signals. Errors of phase defini-
tion did not surpass 3 %; and errors of measurement of amplitudes and frequencies did not surpass 1 %. 

The study can serve as a theoretical foundation for the algorithm for measuring the amplitudes, frequencies, and 
phases of a finite number of simple periodic components of a complex signal using the fast Fourier transformation in 
the absence of a priori information about the signal parameters using only real and imaginary components of the dis-
crete spectrum of the signal. 

 
Keywords: fast Fourier transformation, simple periodic signal, amplitude, frequency, phase, signal spectrum. 
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