
ISSN 1813-7903. Вестник ИжГТУ имени М. Т. Калашникова. 2020. Т. 23, № 4 

 
© Уразбахтин Ф. А., Уразбахтина А. Ю., 2020 

16

УДК 621.48 
DOI: 10.22213/2413-1172-2020-4-16-21 
 
Математическая модель критичности системы управления поворотным соплом  
твердотопливного ракетного двигателя 
 
Ф. А. Уразбахтин, доктор технических наук, профессор, Воткинский филиал ИжГТУ имени М. Т. Калашникова,  
Воткинск, Россия 
А. Ю. Уразбахтина, кандидат технических наук, доцент, Воткинский филиал ИжГТУ имени М. Т. Калашникова,  
Воткинск, Россия 

 
К системам управления соплами ракетных двигателей предъявляются специальные требования, жесткое 

соблюдение которых обеспечивает расчетную работоспособность данных устройств в условиях действия 
повышенных нагрузок при старте ракеты. В условиях такого старта в системе управления соплом неизмен-
но возникает и развивается критичность. Появление такой критичности присуще системам автоматиче-
ского управления. Развитие критичности может привести к изменению параметров системы управления за 
весьма малый отрезок времени. Например, критичность возникает при отработке угла поворотным соплом 
крупногабаритного твердотопливного ракетного двигателя. Изменения параметров устройств при старте 
могут находиться как в пределах допустимых значений, так и выходить за них, в таких случаях и развивает-
ся критичность. 

В статье рассматривается возможность оценки критичности переходного процесса системы управле-
ния поворотного сопла ракетного двигателя в виде математической модели. 

Оценку критичности предполагается проводить по значениям характеристик переходного процесса. Дан-
ные характеристики входят в 12 формул математической модели. Вычисленный по формуле результат – 
показатель (индикатор), характеризующий процесс развития критичности. Показатели нормированы так, 
чтобы определить ситуацию, при которой происходит нерасчетное развитие критичности. Значение пока-
зателя, близкое и превышающее 1, указывает на критичность. 

На числовом примере показана методика использования математической модели для определения расчет-
ного (с наибольшей вероятностью) развития критичности при работе поворотного сопла ракетного двига-
теля. 
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Введение 
овременные крупногабаритные твердо-
топливные двигатели на всех ступенях 
ракеты обладают возможностью управ-

ления направлением вектора тяги. Как известно, 
направление вектора тяги в ракетах определяет-
ся направлением движения потока продуктов 
горения. Из камеры двигателя изменение на-
правления движения потока осуществляется 
с помощью поворотного управляющего сопла 
(ПУС). Сопло совместно с электрогидравличе-
ской машинкой и гидропитанием создает мо-
менты поворота двигателя ( )yM t  по углам тан-

гажа, или рыскания − ( ).tδ  
К управляющему соплу, входящему в состав 

стартовой ступени, предъявляются специаль-
ные требования, жесткое соблюдение которых 
обеспечивает расчетную работоспособность 
даже в условиях действия повышенных сило-

вых и температурных нагрузок при минометном 
старте ракеты [1]. 

Поскольку условия старта ракеты отличают-
ся повышенной теплонапряженностью [2], то 
в системе управления «ПУС – рулевая машин-
ка» в период начала движения возникает и раз-
вивается критичность, названная в теории авто-
матического регулирования переходным про-
цессом. 

В ходе развития этой критичности происхо-
дит смена состояния системы управления. 
В штатном режиме осуществляется переход со-
пла от неподвижного состояния в стационарный 
(установившийся) режим. На практике работа 
ПУС в твердотопливных ракетах может иметь 
колебательный характер, и развитие критично-
сти может привести к повороту сопла на чрез-
мерно большой угол либо изменению угловой 
скорости или ускорения за весьма малый отре-
зок времени [3]. В конечном итоге из-за чрез-
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мерной инерционности произойдет нерасчетный 
поворот ракеты вокруг собственной оси. 

С точки зрения эксплуатации необходимо, 
чтобы развитие возникающей критичности про-
исходило в штатном режиме. Это достигается 
только в случае, когда значения характеристик 
сопла в период развития критичности будут на-
ходиться в диапазоне, соответствующем техни-
ческим требованиям. Для достижения этой цели 
необходим контроль развития критичности, для 
осуществления которого предлагается матема-
тическая модель работы ПУС. 

Цель исследования – создание математиче-
ской модели критичности. 

Математическая модель критичности 
Критичностью является процесс, при кото-

ром в системе происходит исчерпание возмож-
ностей сопротивления внешним воздействиям 
данного вида. Такие процессы заканчиваются 
ситуациями, когда хотя бы одна характеристика, 
оценивающая излучение отдельного свойства, 
принимает предельное значение. На этом допу-
щении и создадим математическую модель кри-
тичности. 

Основу математической модели развития 
критичности в виде переходного процесса при 
повороте ПУС твердотопливной ракеты состав-
ляет уравнение углового движения [4, 5] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
** *

1 ,Ht t t tJ c c Mδ δδδ + δ + =  (1) 

где ( )tδ  – угол отклонения. 
Из (1) находятся основные функции критич-

ности на интервале [0, х1]: 
– угол поворота 

 ( ) ( )0
уст 2

11 sin ;
1

tt e t−ε ω⎡ ⎤
δ = δ − ω + ψ⎢ ⎥

− ε⎣ ⎦
 (2) 

– угловая скорость 

 ( ) ( )0

2* *
0 sin ;tt e t−ε ωω

δ = δ ω
ω

 (3) 

– угловое ускорение 

( ) ( ) ( )0

2**
0

уст 0cos sin ,tt e t t−ε ωω
δ = δ ⎡ω ω − ε ω ω ⎤⎣ ⎦ω

 (4) 

где 
21atctg ;− ε

ψ =
ε

 0
1
T

ω =  – область сопря-

жения низкочастотной и высокочастотной об-
ластей системы; 2

0 1ω= ω − ε  – частота собст-

венных колебаний системы; 1

2
с
Jс
δ

δ

ε =  – коэф-

фициент относительного демпфирования; устδ  – 
установившееся значение угла поворота ПУС 
после окончания критичности [6]. 

Как известно [7], переходные процессы 
в системах автоматического регулирования мо-
гут иметь монотонный апериодический или ко-
лебательный характер (рис. 1). 

 

δ

0 tT t

321

+ε
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Рис. 1. Характер переходного процесса системы 
автоматического регулирования: 1 – колебательный;  
2 – малоколебательный; 3 – апериодический 

Fig. 1. Nature of the transient process of the automatic 
control system: 1 - oscillating; 2 - a little oscillatory;  
3 - aperiodic 

Опасным развитием критичности для чрез-
мерно энергоемких и инерционных устройств 
является процесс с колебательным характером. 
Именно к таким устройствам относится ПУС 
ракеты. 

При колебательном характере (кривая 1 на 
рис. 1) возникают перерегулирования [8]. При 
колебательном характере (кривая 2 на рис. 1) 
критичность может возникнуть из-за допусти-
мого перерегулирования. В то же время аперио-
дический характер поведения (кривая 3 на рис. 1) 
имеет особенность – угол поворота может ока-
заться меньше установившегося значения в мо-
мент окончания критичности. 

Математическую модель критичности в виде 
переходных процессов в сопле ракеты предста-
вим в виде конечного множества показателей 
критичности [9] 
 { }Ф , 1, .iy i n= =  (5) 

Показатели критичности в множестве (5) 
являются индикаторами – количественными 
оценками степени достижения предельного 
(нештатного) состояния сопла при работе ра-
кетного двигателя. Эти оценки в математиче-
ской модели критичности iy  представляются 
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в виде сравнения каждой характеристики пере-
ходного процесса с предельными значениями, 
которые установлены техническими требова-
ниями на работу ПУС. 

Показатели критичности iy  являются функ-
циями от параметров .iх  В предлагаемой матема-
тической модели параметрами являются (рис. 2) 
[10, 11]: х1, х2 – время начала и окончания кри-
тичности; х3, х4 – достижение максимальных 
скорости и угла поворота сопла; х5 – действи-
тельное перерегулирование системы управления 
ПУС; х6 – отношение относительного демпфи-
рования и перерегулирования; х7, х8 – амплиту-
ды колебаний угловой скорости и ускорения 
управляющего сопла; х9 – действительное коли-
чество колебаний в ходе развития критичности; 
х10 – коэффициент относительного демпфирова-
ния; х11 – частота собственных колебаний сис-
темы «ПУС – рулевая машинка»; х12 – заданный 
угол поворота сопла. 

 

δуст

x2

x3

x4

x1δ
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Рис. 2. Развитие критичности  

в виде переходного процесса при работе ПУС 

Fig. 2. Criticality development  
in the form of transient process during CCP operation 

Обычно предельные значения основного па-
раметра 

min max
 i i iх х х= …  в математической моде-

ли устанавливаются техническими требования-
ми на работу управляющего сопла. 

Считается, что сопло находится в предель-
ном (нештатном) состоянии, если значение хотя 
бы одного параметра не находится в диапазоне 

mini iх х=  … 
max

.i iх х=  В этих случаях значение 
соответствующего показателя критичности ста-
новится равным 1,0. 

В свою очередь, основные параметры хi яв-
ляются функциями от 1 уст 1 н, , , , , , ,с с J Mδ δΔ Δ δ  

1 2, .ω ω  

В математической модели критичности сис-
темы управления ПУС используются следую-
щие параметры [12, 13]: Δ − допуск на устано-
вившееся значение угла поворота ( )tδ  после 
окончания критичности; δуст – установившееся 
значение угла поворота сопла; cδ1 – коэффици-
ент демпфирующей составляющей шарнирного 
момента; cδ – коэффициент позиционной со-
ставляющей шарнирного момента; J – приве-
денный момент инерции сопла относительно 
оси качания; ( )нM t  – максимальный нагрузоч-
ный момент, создаваемый приводом рулевой 
машинки; Δ1 – погрешность установки угла по-
ворота сопла; ω1, ω2 – частоты 1-го и 2-го тонов 
собственных колебаний системы «ПУС – руле-
вая машинка». 

Значения показателей критичности в (5) оп-
ределяются выражением 

0,5 при 0,5,
1,0 при 1,0,

при 1,0 0,5,

i

i i

i i

D
y D

D D

≤⎧
⎪= ≥⎨
⎪ > >⎩

 

где значение yi = 0,5 соответствует случаю от-
сутствия критичности либо только началу ее 
наступления. При yi = 1,0 имеет место нерасчет-
ное развитие критичности переходного процес-
са в работе сопла. 

Выражение Di в этих показателях является 
функциями ( )min max

, , .i i i iD j х х х=  Например, для 

показателя критичности y7 выражение этой 
функции имеет вид 

2

7 7
7

7max 7 max

1 2 2 ,x xD
x x

⎛ ⎞
= − + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

где 0 1

2
0

7 ;tx e−εωω
= δ

ω
 1 2

1 arctg ;
1

t ε
=
ω − ε

 7 maxx  – 

максимально допустимая угловая скорость по-
ворота сопла [14]. 

Показатели yi отражают развитие критично-
сти по следующим характеристикам переходно-
го процесса. 

Важным для работы поворотного сопла явля-
ется продолжительность развития критичности 
х1. Если она соответствует предельному значе-
нию (х1min или х1max), то тогда будет иметь место 
нерасчетная критичность, и значение показателя 
y1 становится равным 1 [15]. 

Особенно важными при возникновении кри-
тичности являются временные характеристики: 
начало проявления колебательного характера; 
моменты достижения максимальной скорости 
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поворота или амплитуды колебаний. Соответст-
венно, для этих характеристик в математиче-
ской модели определены показатели критично-
сти: y2 – по моменту времени начала проявления 
колебательного характера критичности; y3 – по 
времени достижения максимальной скорости 
поворота управляющего сопла; y4 – по моменту 
достижения углом поворота рулей управляюще-
го сопла максимальной амплитуды колебаний. 

В математической модели критичности по-
воротного управляющего сопла учтены также 
изменения таких характеристик колебательного 
процесса, как перерегулирование системы 
управления (показатель y5); количество колеба-
ний, произошедших в ходе развития критично-
сти (показатель y9); декремент колебаний систе-
мы управления «ПУС – рулевая машинка» (по-
казатель y10), а также соотношение между 
демпфированием и перерегулированием (пока-
затель y6). 

Работоспособность поворотного сопла в ходе 
проявления критичности в математической мо-
дели отражена такими показателями, как изме-
нение угловой скорости поворота ПУС (y7), уг-
лового ускорения (y8), наличия вибростойкости 
(y11), статистической ошибки (y12). 

Такова математическая модель критичности 
в виде переходного процесса при повороте 
управляющего сопла. Она позволяет решать раз-
личные задачи исследования развития критично-
сти при повороте сопла, в частности выявление 
влияния параметров на процесс развития пере-
ходного процесса; определение наиболее значи-
мых факторов на возникновение критичности; 
определение параметров, при которых развитие 
критичности происходит в штатном режиме. 

Рассмотрим пример. Допустим, согласно тех-
ническим требованиям установлены следующие 
предельные значения параметров ПУС для гипо-
тетического твердотопливного двигателя: 
х1 = 0,0…0,5 с;  х2 = 0,0…0,5 с; 
х3 = 0,0…0,057 с;  х4 = 0,029…3,170 с;  
х5 = 0,0…3,0;  х6 = 0,0…0,51;  
х7 = 0,0…10,0 рад/с;  х8 = 0,0…1,0 рад/с2;  
х9 = 0,0…3,0;  х10 = 0,026…0,158;  
х11 = 0,0…60,0 рад/с;  х12 =  0,0…2,05 с. 
При этом конструкция сопла характеризуется 

следующими значениями параметров: 

δуст = 0,11 рад;  сδ1 = 380
2кг м ;

с
⋅  

сδ = 205 кН м ;
рад
⋅   J = 68 кг⋅м2;  Mн = 21 кН⋅м2; 

ω1 = 100;  ω2 = 400;  ω3 = 800;  Δ1 = 0,02; 
ΔS = 0,2;  Jс = 67,3995 кг⋅м2. 

Полученные результаты и их обсуждение 
В результате расчета с использованием дан-

ной математической модели получены данные, 
представленные в таблице.  

 
Результаты расчета показателей критичности  
в работе ПУС 
Results of calculation of criticality indicators  
in operation of rotary control nozzle 

yi 
Значение 

yi 
yi 

Значение 
yi 

yi 
Значение 

yi 
y1 0,859 y5 0,765 y9 0,556 
y2 0,504 y6 0,836 y10 0,831 
y3 0,500 y7 0,504 y11 0,624 
y4 0,982 y8 0,822 y12 0,990 

 
Проведенные расчеты позволяют утверждать 

следующее. 
1. На соответствие расчетной критичности 

указывает показатель y3 = 0,50, который харак-
теризует переходный процесс с точки зрения 
скорости поворота ( ).tδ  

2. Наибольшее удаление от расчетного раз-
вития критичности наблюдается по отклонению 
установившегося угла поворота δуст от заданно-
го δ*, на что указывает показатель y12 = 0,99. 

3. Осредненное значение показателей кри-
тичности составляет yср = 0,731. При этом наи-
худший показатель − y12, который отличается от 
осредненного значения yср на 35,4 %. 

Для данного ПУС последовательность пока-
зателей по степени приближения к нерасчетно-
му развитию критичности имеет вид 

12 4 1 6 10 8

5 11 9 7 2 3

 
.

y y y y y y
y y y y y y
> > > > > >

> > > > > >
 

Если принять в качестве интегральной харак-

теристики критичности выражение 
12

1
,i

i
Y y

=

=∑  то 

для нашего примера имеем Y = 8,773. 
Заметим, что наилучшему развитию критич-

ности соответствует значение этой характери-
стики Ymin = 6; наихудшему – Ymах = 12, при ко-
тором имеет место случай, когда хотя бы один 
показатель критичности принимает значение  
yi = 1. 

Выводы 
1. Создана математическая модель критично-

сти в виде переходного процесса, основанная на 
количественном анализе характеристик систем 
автоматического регулирования. 

2. Доказано, что развитие таких критично-
стей многовариантно. Тем не менее для успеш-
ного функционирования объектов необходимо 
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обеспечить полное выполнение предварительно 
составленных технических требований на экс-
плуатацию. 
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Control systems of rocket engine nozzles are subject to special requirements, strict compliance of which ensures 

the design operability of these devices in conditions of increased loads during missile launch. At the conditions of such 
a start, the criticality inevitably generates and develops in the nozzle control system. The occurrence of such criticality 
is inherent to automatic control systems. The development of criticality can lead to changes in the control system's 
parameters for a very short time period. For example, criticality occurs when an angle is worked out by a rotary noz-
zle of a large-sized solid-propellant rocket engine. Changes in device parameters at the launch can be both within 
allowable values and beyond them; in such cases, criticality is developing. 

The paper considers the possibility of assessing such a criticality of the transient process of the rocket engine ro-
tary nozzle’s control system in the form of a mathematical model. 

Each criticality is to be evaluated according to the values of the transient characteristics. These characteristics are 
included in 12 formulas of the mathematical model. The result calculated by the formula is an indicator characterizing 
the process of criticality development. Indicators are rated in such a way as to determine the situation in which non-
calculated development of criticality occurs. The value of the indicator, which is close to and exceeds 1, indicates the 
criticality. 

The numerical example shows the technique of using a mathematical model to determine the calculated (most 
likely) development of criticality during a rocket engine rotary nozzle operation. 
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