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Рассматривается методика применения уравнения геометрической связи звеньев в высшей кинематиче-

ской паре кулачкового механизма для проведения полного синтеза механизма. Отличительной особенностью 
методики является то, что уравнение геометрической связи и уравнение огибающей записаны в декартовой 
системе координат. Уравнение огибающей выведено из уравнения связи. Все преобразования и решение ис-
ходного уравнения связи и уравнения огибающей проводятся методом матриц в декартовой системе коорди-
нат без перехода к другим системам координат и к графическим методам или их интерпретации. Показано, 
что такой подход позволяет сразу получить координаты точек рабочих профилей кулачка и теоретического 
профиля кулачка на основе единой математической модели. Известные расчетные зависимости параметров 
кулачковых механизмов также получены на основе единой математической модели в отличие от сущест-
вующих методик, в которых применяются различные математические модели для решения задач синтеза 
кулачковых механизмов. Предложенная методика упрощает алгоритм решения поставленной задачи и его 
программную реализацию. 

Проведено тестирование программного обеспечения, созданного на основе разработанной методики. 
Особенность методики заключается в применении единых существующих способов преобразований коорди-
нат для решения системы уравнений, описывающих теоретический и рабочие профили кулачка. Это обеспе-
чивает простоту и однозначность вычислений. Корректность методики проверена путем тестирования 
соответствующего программного обеспечения в пакете Math Cad. Универсальность базовых положений 
предлагаемого подхода позволяет применить разработанную методику для синтеза любых видов плоских 
кулачковых механизмов. Результаты тестирования позволяют утверждать, что методика является кор-
ректной и имеет перспективы для развития. 

 
Ключевые слова: кулачковые механизмы, высшая кинематическая пара, уравнение механической связи, пре-
образования координат, синтез. 

 
 

Введение 
ехнология производства кулачков в на-
стоящее время основана на использова-
нии оборудования с числовым про-

граммным управлением. Эта технология обес-
печивает высокую точность изготовления про-
филя кулачка. В связи с высоким качеством 
и культурой производства на этапе проектиро-
вания кулачкового механизма должна быть 
обеспечена высокая и надежная точность вы-
числений точек профиля кулачка. Этому требо-
ванию удовлетворяет аналитический метод рас-
чета координат точек профиля кулачка.  

В фундаментальных обзорах [1–5] рассмот-
рены существующие методы решения задачи 
(по Ф. Л. Литвину [6]) синтеза трехзвенного ме-
ханизма, осуществляющего передачу зацепле-
нием. Широко применяемым методом решения 
задачи синтеза сопряженного профиля зацепле-
ния являются дифференциальные методы, 

включая кинематический. Различия между вари-
антами заключаются в форме задания уравнений, 
описывающих механические связи звеньев, обра-
зующих высшую кинематическую пару [7–9]. 

В статьях [10, 11] уравнения связи представ-
лены как параметрические с параметром – уг-
лом давления в точке контакта профилей. 
В статьях [12, 13] уравнения связи даны в форме 
параметрических с параметром – углом поворо-
та кулачка и кинематическим уравнением – от-
носительной скорости звеньев в точке контакта. 

В работах [14, 15] рассмотрен дифференци-
альный метод решения задачи анализа зацепле-
ния с применением кинематического уравнения 
связи. Там же отмечено, что уравнение кривой 
линии на плоскости может быть задано в явном 
виде, в неявном виде, а также в параметриче-
ском. 

Все приведенные выше методики синтеза 
профилей кулачков характеризуются тем, что 

Т 
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в одной методике для математической модели 
механизмов используются разные виды коорди-
натных систем – прямоугольные и полярные, 
что при определенных параметрах и условиях 
приводит к неточностям вычислений. Каждая 
методика определяет по-своему знаки «плюс» 
и «минус», связанные с расположением и на-
правлением движения толкателя и кулачка, что 
приводит к путанице и ошибкам. 

Цель работы – формирование единого логи-
чески связанного подхода к решению задачи 
полного синтеза кулачковых механизмов на ос-
нове выбора оптимального варианта дифферен-
циального метода. 

Математическая модель кулачкового  
механизма 
Покажем, что из одного уравнения механи-

ческой связи можно получить все необходимые 
расчетные зависимости для синтеза кулачкового 
механизма. Для определенности рассуждений 
методику рассмотрим на примере плоского ку-
лачкового механизма с вращающимся кулачком 
и поступательно движущимся роликовым тол-
кателем. 

Рассмотрим схему зацепления кулачка и ро-
лика толкателя (рисунок). 

Выберем следующие системы координат, 
связанные со звеньями: X1, Y1 – система коор-
динат кулачка; X2, Y2 – система координат тол-
кателя; X3, Y3 – система координат стойки. Ро-
лик образует семейство окружностей, а профиль 
кулачка является огибающей кривой линией 
к этому семейству в системе координат кулачка. 

Уравнение окружности ролика толкателя 
в системе координат 1, связанной с кулачком, 
представляется следующим образом: 

 ( ) ( )2 2 2
1 1 1 1 ,B C B Cx x y y r− + − =  (1) 

где xВ1, yВ1 – координаты точки контакта кулачка 
и ролика, которые зависят от углового положе-
ния кулачка – параметра ϕ; xС1, yС1 – координа-
ты центра ролика, которые зависят от углового 
положения кулачка – параметра ϕ; r – радиус 
ролика толкателя. 

Возьмем производные по параметру φ от ко-
ординат центра ролика в уравнении связи (1). 
В результате получим уравнение огибающей 
к семейству окружностей ролика: 

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0,B C C B C Cx x x y y y′ ′− + − =  (2) 

где 1
1 ;C

C
dxx
d

′ =
ϕ

 1
1

C
C

dyy
d

′ =
ϕ

 – проекции аналога 

скорости центра ролика. 

 
Схема кулачкового механизма: X1, Y1 – система коор-
динат, связанная с кулачком; X2, Y2 – система координат, 
связанная с толкателем; X3, Y3 – система координат, свя-
занная со стойкой; α – угол давления; ϕ – угол поворота 
кулачка; α* – вспомогательный угол; е – эксцентриситет 
механизма; R – радиус основной окружности кулачка; r – 
радиус ролика толкателя; S – перемещение толкателя; S0 – 
начальное положение толкателя; A, B, C, D – точки распо-
ложения кинематических пар механизма 

Scheme cam mechanism: X1, Y1 - coordinate system associ-
ated with the cam; X2, Y2- coordinate system associated with 
the pusher; X3, Y3 - coordinate system associated with the 
rack; α - pressure angle; ϕ - angle of rotation of the cam; α* - 
auxiliary angle; e - eccentricity of the mechanism; R - radius of 
the main circle of the cam; r - radius of the pusher roller; S - 
movement of the pusher; S0 - initial position of the pusher; A, 
B, C, D - points of location of kinematic pairs of the mecha-
nism 

Уравнения (1) и (2) образуют систему относи-
тельно координат точки контакта кулачка и ро-
лика. Решение данной системы уравнений отно-
сительно xВ1, yВ1 дает следующие результаты: 

 

1

1 1

1

1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

;

.

C
B C

C C

C
B C

C C

ry
x x

x y

rx
y y

x y

′
= +

′ ′+

′
= +

′ ′+

∓

∓

 (3) 

В отличие от известной методики будем ис-
пользовать для дальнейших рассуждений тот же 
вид системы координат – декартову прямо-
угольную. Это обстоятельство формирует еди-
ный подход для выполнения полного геометри-
ческого синтеза по крайней мере плоских ку-
лачковых механизмов. 

Координаты центра ролика в системе коор-
динат 1 (см. рисунок) являются функциями угла 
положения кулачка ϕ и определяют закон дви-
жения толкателя: ( )1 1 ;С Сx x= ϕ  ( )1 1 .С Сy y= ϕ  
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В соответствии с расчетной схемой (см. ри-
сунок) координаты центра ролика – точка С 
в системе координат 3 – определяются следую-
щим образом: 

 3

3 0

e;
,

C

C

x
y S S

=

= +
 (4) 

где S = S(ϕ) – перемещение толкателя; 
2 2

0 eS R= −  – начальное положение толкате-
ля; R – радиус основной окружности кулачка; 
е – эксцентриситет кулачкового механизма. 

Координаты центра ролика – точка С в сис-
теме координат кулачка 1 – определяются в ре-
зультате следующего преобразования: 

 
1 3

1 13 3 ,
1 1

C C

C C

x x
y M y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (5) 

где 13

cos sin 0
sin cos 0
0 0 1

M
ϕ ϕ⎛ ⎞

⎜ ⎟= − ϕ ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – известная из мо-

нографии Литвина Ф. Л. или, например, моно-
графии [16] матрица преобразования координат 
точки из системы координат стойки 3 в систему 
координат кулачка 1. 

Проекции аналога скорости центра ролика – 
точки С в системе координат 1 – определяется 
следующим преобразованием:  

 
1 3 3

1 13 3 13 3 ,
1 1 1

C C C

C C C

x x x
y M y M y
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (6) 

где 13

sin cos 0
cos sin 0
0 0 1

M
− ϕ ϕ⎛ ⎞

⎜ ⎟′ = − ϕ − ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – известная мат-

рица преобразования аналогов скоростей точки 
из системы координат стойки 3 в систему коор-
динат кулачка 1. 

Алгоритм синтеза кулачкового механизма 
Таким образом, алгоритм расчета координат 

теоретического и рабочего профиля кулачка со-
стоит из следующих действий: 

• задать в качестве исходных данных закон 
движения толкателя S = S(ϕ), эксцентриситет е, 
радиус основной окружности кулачка R и на-
правление вращения кулачка; 

• вычислить координаты центра ролика по 
формулам (4) в системе координат стойки; 

• вычислить аналоги скоростей центра роли-
ка – точки С в системе координат стойки 

3

3

0
;

1 1

C

C

x
y S
′⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

• выполнить преобразование координат цен-
тра ролика из системы координат 3 в систему 
координат 1 по формулам (5) – теоретический 
профиль кулачка;  

• вычислить аналоги скоростей центра роли-
ка в системе координат 1 по формулам (6);  

• вычислить координаты точек рабочего 
профиля кулачка (наружного или внутреннего) 
по формулам (3). 

Рассмотрим оригинальную методику опреде-
ления угла давления в кулачковом механизме 
в рамках излагаемого аналитического подхода. 
Для этого представим уравнение огибающей (2) 
в следующем виде: 

( )
( )

1 1 1

1 1 1

.B C C

B C C

x x y
y y x

− ′
− =

′−
 

Полученные отношения определяют триго-
нометрические функции углов наклона общей 
нормали профилей ролика и кулачка к коорди-
натным осям системы координат 1, т. е. кулачка. 
В частности угол наклона общей нормали к оси 
координат Y1 или, аналогично, угол наклона 
общей касательной к оси координат X1. Обозна-
чим этот вспомогательный угол *α  

На основании расчетной схемы (см. рисунок) 
составим уравнение для угла давления в кулач-
ковом механизме: 

* ,α = α + ϕ  

или 

( )
*

*
*

tan tantan tan ;
1 tan tan

α + α
α = α + ϕ =

− α ϕ
 

но с учетом уравнений (6) 

( )
( ) ( )

0* 1

1 0

e tan
tan .

e tan
C

C

S S Sy
x S S S

′− + + ϕ′
α = =

′ ′− ϕ − +
 

Подставим выражение для ( )*tan α  в выра-

жение для ( )tan .α  После преобразований полу-
чим известную зависимость, но выведенную 
в рамках логики единого подхода к математиче-
ской модели кулачкового механизма: 

 
2 2

etan .
e

S
R S

′ −
α =

− +
 (7) 
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Напомним, что радиус основной окружности 
кулачка R выражается формулой 

 
2

2e tan e .
tan

S SR
′ − − α⎛ ⎞= +⎜ ⎟α⎝ ⎠

 (8) 

Очевидно, что в выражении (8) R является 
функцией угла ϕ – угла положения кулачка. Оп-
ределим выражение для вычисления экстре-
мальных значений функции ( ) :R R= ϕ  

2

2 e 0,
tan tane

tan

dR S SS S
d S S

′ ′′− −⎛ ⎞⎛ ⎞′= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ α α⎝ ⎠⎝ ⎠′ −⎛ ⎞−⎜ ⎟α⎝ ⎠

 

(9) 

откуда 

 e 0.
tan tan
S SS S

′ ′′−⎛ ⎞⎛ ⎞′− − =⎜ ⎟⎜ ⎟α α⎝ ⎠⎝ ⎠
 (10) 

Решая уравнение (10) относительно ϕ, опре-
делим значение угла поворота кулачка, при ко-
тором значение радиуса основной окружности 
кулачка R должно быть максимальным. Затем 
подставим найденное значение ϕ в уравнение 
(8) и определим значение радиуса основной ок-
ружности, обеспечивающее в любом положении 
механизма величину угла давления, не превы-
шающую допустимый показатель. 

Таким образом, построение профиля кулачка 
и определение основных размеров кулачкового 
механизма выполняются в рамках единого под-
хода. 

Выводы 
В результате проведенного исследования 

можно сделать следующие выводы. 
Разработанная методика синтеза кулачко-

вых механизмов основана на применении гео-
метрического уравнения инвариантности гео-
метрического параметра толкателя, например, 
радиуса ролика; уравнение огибающей семей-
ства положений роликов получено из этого 
уравнения. 

Особенность методики заключается в приме-
нении единых преобразований координат для 
решения системы уравнений, описывающих 
теоретический и рабочие профили кулачка. Это 
обеспечивает простоту и однозначность вычис-
лений. 

Корректность методики проверена путем 
тестирования соответствующего программного 
обеспечения в пакете Math Cad. 

Универсальность базовых положений пред-
лагаемого подхода позволяет применить разра-

ботанную методику для синтеза любых видов 
плоских кулачковых механизмов. 
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Method of the Generalized Approach to the Synthesis of Cam Mechanisms 

 
N.N. Krokhmal, PhD in Engineering, Associate Professor, Kurgan State University, Kurgan, Russia 

 
The method of applying the equation of the geometric connection of links in the highest kinematic pair of the cam 

mechanism for the complete synthesis of the mechanism is considered. A distinctive feature of the method is that the 
equation of the geometric connection and the equation of the envelope are written in the Cartesian coordinate system. 
The envelope equation is derived from the coupling equation. All transformations and solutions of the original cou-
pling equation and the envelope equation are carried out by the matrix method in the Cartesian coordinate system, 
without switching to other coordinate systems and to graphical methods or their interpretation. It is shown that this 
approach allows us to immediately obtain the coordinates of the points of the working profiles of the cam and the 
theoretical profile of the cam on the basis of a single mathematical model. The known calculated dependences of the 
parameters of cam mechanisms are also obtained on the basis of a single mathematical model, in contrast to the exist-
ing methods, which use different mathematical models to solve the problems of synthesis of cam mechanisms. The 
proposed method simplifies the algorithm for solving the problem and its software implementation. The software cre-
ated on the basis of the developed methodology was tested. The peculiarity of the technique is the use of uniform stan-
dard coordinate transformations to solve a system of equations describing the theoretical and working profiles of the 
cam. This ensures that the calculations are simple and unambiguous. The correctness of the methodology is verified 
by testing the corresponding software in the Math Cad package. The universality of the basic provisions of the pro-
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posed approach allows us to apply the developed methodology for the synthesis of any type of flat cam mechanisms. 
The test results suggest that the method is correct and has prospects for development. 

 
Keywords: cam mechanisms, higher kinematic pair, mechanical coupling equation, coordinate transformations, syn-
thesis. 
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