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Рассмотрена идентификация двигателя постоянного тока, основанная на квазиоптимальной цифровой 

модели управления. Идентификация двигателя постоянного тока предполагает уточнение таких парамет-
ров двигателя, как сопротивление и индуктивность обмотки якоря, магнитный поток статора, коэффици-
ент вязкого трения в опорах привода. Эти параметры входят в матрицу состояния и определяют величину 
напряжения при реализации квазиоптимального нелинейного алгоритма управления. Их изменение в процессе 
деградации или определенных условий эксплуатации привода приводит к несоответствию состояния модели 
истинному и, как следствие, повышению энергопотребления и времени переходных процессов. Предложена 
методика расчета критерия идентификации для нелинейной системы управления в дискретной форме. Опре-
делитель матрицы измерения вычисляется на каждом шаге дискретного времени. Их анализ показывает, 
что идентификация двигателя возможна в переходных режимах. При отклонении сопротивления обмотки 
якоря двигателя от номинальных существенно увеличивается время переходного процесса и величина перере-
гулирования. При уменьшении сопротивления цепи якоря на 25 % меньше номинального значения определи-
тель матрицы измерения двигателя достигает порогового значения критерия идентифицируемости. Таким 
образом, потеря идентифицируемости говорит о наличии дефекта. Полученные результаты исследования 
могут быть использованы для обнаружения дефектов приводов. 
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Введение 
вигатели постоянного тока (ДПТ) пред-
ставляют собой достойную альтернативу 
двигателям переменного тока в высоко-

производительных системах управления движе-
нием. ДПТ особенно популярны в маломощных 
и высокоточных приводах благодаря их низкой 
стоимости и простоте управления. Идентифика-
ция ДПТ предполагает уточнение параметров 
модели двигателя, таких как сопротивление об-
мотки якоря, ее индуктивности, магнитного по-
тока статора, коэффициента вязкого трения 
в опорах привода. Данные параметры входят 
в матрицу состояния и определяют величину 
напряжения при реализации квазиоптимального 
нелинейного алгоритма управления. При дегра-
дации параметров электропривода или измене-
нии условий его эксплуатации необходимо их 
уточнять, чтобы минимизировать время пере-
ходного процесса и потребляемую энергию. 

Традиционно для управления электродвига-
телями используется каскадная структура 
управления. Внешний контур управления ско-
ростью и внутренний контур управления током 

выполнены в виде пропорционально-дифферен-
циальных или пропорционально-интегральных 
регуляторов. Однако каскадная структура 
управления двигателем предполагает, что быст-
родействие внутреннего контура значительно 
быстрее, чем внешнего. 

В последние десятилетия в нескольких пуб-
ликациях предлагаются альтернативные подхо-
ды к идентификации и управлению ДПТ. В ра-
боте [1] авторы описывают обобщенную мето-
дику управления скоростью ДПТ, основанную 
на параметризации контроллеров с двумя степе-
нями свободы, и применяют фильтр Баттервор-
та для определения параметров управления. 
В работе [2] предлагается переключаемый ли-
нейный квадратичный регулятор скорости, раз-
работанный на основе линейной модели ДПТ, 
и сравнивается его производительность с кас-
кадной схемой управления с точки зрения точ-
ности, надежности и сложности. В работе [3] 
авторы предлагают альтернативный способ 
идентификации и управления ДПТ с помощью 
нелинейного закона управления, представлен-
ного искусственной нейронной сетью. В рабо-
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тах [4, 5] авторы представляют подход на осно-
ве линейно-квадратичного регулятора (linear 
quadratic regulator – lqr) для определения опти-
мального пропорционально-интегрально-диффе-
ренциального регулирования скорости ДПТ. 
Данный метод предлагает системный подход 
к проектированию регулятора скорости ДПТ, 
основанный на идентификации модели и проек-
тировании lqr-регулятора, дополненный нели-
нейным компенсатором обратной связи. Элек-
трические и механические параметры ДПТ, та-
кие как сопротивление, инерция, противоЭДС, 
демпфирование, идентифицируются по наблю-
дениям реакции в разомкнутом контуре. Вязкое 
трение считается основной причиной нелиней-
ного поведения двигателя и адекватно компен-
сируется подачей управляющего сигнала. По-
грешность установившегося режима двигателя, 
вызванная нелинейностями и неопределенно-
стями в модели, компенсируется за счет отрица-
тельной обратной связи по ошибке рассогласо-
вания, например, угловой скорости.  

Современные микроконтроллеры и цифро-
вые сигнальные процессоры позволяют реали-
зовать в реальном времени алгоритмы управле-
ния практически любой сложности. Построение 
систем квазиоптимального управления основано 
на решении дискретного уравнения Риккати. 
Результаты современных исследований по 
идентифицируемости приводов и их диагности-
ки отражены в работе «Диагностирование при-
водов мобильных роботов на базе модели дви-
гателя постоянного тока» (Ю. Р. Никитин, 
С. А. Трефилов, А. И. Абрамов, И. В. Абрамов, 
Ю. В. Турыгин, А. В. Романов) и др. 

Цель исследования – повышение точности 
управления двигателями постоянного тока пу-
тем их идентификации на основе применения 
квазиоптимальных нелинейных алгоритмов 
управления. 

Модель привода на двигателе постоянного  
тока в пространстве состояний 
ДПТ моделируется как линейный преобразо-

ватель электрической энергии в механическую. 
Классическая модель ДПТ состоит из электри-
ческой и механической подсистем.  

Угловая скорость регулируется входным на-
пряжением U с постоянным падением напряже-
ния, обусловленным сопротивлением щеток, 
якоря ДПТ и противоэлектродвижущей силой 
(противоЭДС), вызываемой вращением обмотки 
якоря в магнитном поле, созданным обмоткой 
возбуждения или постоянными магнитами. Ин-
дуктивность ДПТ пропорциональна производ-
ной тока двигателя I. Ток ДПТ соединяет элек-

трическую подсистему с механической, так как 
генерирует вращающий электромагнитный мо-
мент. Данный момент преодолевает инерцию 
двигателя с нагрузкой. Модель привода может 
быть представлена в трех видах: с помощью пе-
редаточных функций, в пространстве состояний 
и на основе решения характеристического урав-
нения. Модель в пространстве состояний имеет 
следующие преимущества: ее легче реализовать 
для решения задач на ЭВМ, она позволяет уни-
фицировать описание одномерных и многомер-
ных систем в векторно-матричной форме, она 
может применяться к нелинейным и нестацио-
нарным системам. 

Модель привода в пространстве состояний 
с отрицательной обратной связью при квазиоп-
тимальном управлении показана на рисунке 1. 
Закон оптимального управления по отрицатель-
ной обратной связи, найденный по линейному 
квадратичному функционалу, должен миними-
зировать критерий оптимальности. 

Дискретная модель ДПТ в пространстве со-
стояний представлена в статьях авторов «Разра-
ботка системы диагностирования приводов мо-
бильных роботов» и «Диагностика приводов ро-
ботов на базе двигателя постоянного тока по 
критерию идентифицируемости нелинейной дис-
кретной модели в пространстве состояний» 
(Фундаментальные и прикладные проблемы тех-
ники и технологии, DOI: 10.33979/2073-7408-
2020-342-4-1-59-67 и Вестник УГАТУ, 2020): 
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где uk – вектор управления, в частном случае; xk – 
вектор состояния (электрический ток в обмотке 
якоря и угловая скорость вращения ротора); 
L, R, T – индуктивность, сопротивление и элек-
тромагнитная постоянная времени якоря ДПТ; 
I – электрический ток якоря ДПТ; ω, ML – угло-
вая скорость, момент сопротивления нагрузки 
на валу ДПТ; J – момент инерции ротора ДПТ 
и нагрузки; kM, kE – конструктивные постоянные 
двигателя; kfr – коэффициент вязкого трения; 
yk – вектор наблюдаемых параметров; h1, h2 – 
относительная точность измерений.  
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Рис. 1. Дискретная модель привода в пространстве состояний с отрицательной обратной связью при квазиоп-
тимальном управлении: Uref – вектор управления (в частном случае для ДПТ это скалярная величина – напряжение, по-
даваемое на якорь); Uk – вектор управления с учетом отрицательной обратной связи Uk = Uref – Kkxk; Ak – матрица состоя-
ния; Bk – матрица управления; Ck – матрица измерений; Kk – матрица Коши, которая может быть найдена путем решения 
уравнения Риккати в дискретной форме; xk – вектор состояния (электрический ток в обмотке якоря и угловая скорость 
вращения ротора; xk+1 – вектор состояния в следующий дискретный момент времени; yk – вектор измерения (измеренные 
электрический ток в обмотке якоря и угловая скорость вращения ротора) 

Fig. 1. Discrete model of the drive in the state space with negative feedback under quasi-optimal control: Uref is the 
control vector, in the particular case, it is a scalar quantity for a DC motor (voltage applied to the armature); Uk is the control vector 
taking into account the negative feedback Uk = Uref – Kkxk; Ak is the state matrix; Bk is the control matrix; Ck is the measurement 
matrix; Kk is the Cauchy matrix, which can be found by solving the Riccati equation in discrete form; xk is state vector (armature 
current and rotor speed; xk + 1 is state vector at next discrete time; yk is measurement vector (measured armature current and rotor 
speed) 

Классический квадратичный функционал ка-
чества, определяющий быстродействие и энер-
гию управления, выражается следующим обра-
зом в дискретной форме [6–8]: 
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где Q и R – положительные определенные мат-
рицы, которые задают штрафы за время пере-
мещения и затраченную энергию [9, 10]. Опти-
мальное линейно-квадратичное управление су-
щественно зависит от подбора матриц Q и R 
[11, 12]. Имеется возможность выбора дополни-
тельных требуемых свойств управления, напри-
мер, по быстродействию или потреблению 
мощности, за счет варьирования матриц Q и R 
[13, 14]. 

Решение задачи квазиоптимального управле-
ния для критерия качества (3), минимизирую-
щее время переходного процесса и энергию пе-
ремещения, определяется следующим выраже-
нием [15, 16]: 

 ,k k k= −u K x  (4) 

где ku  – вектор управления (напряжение, пода-
ваемое на якорь); kK  – матрица Коши; kx  – 
вектор состояния (электрический ток в обмотке 
якоря и угловая скорость вращения ротора). На 
практике матрицу Коши находят с помощью 
функции dlqr для дискретной модели [17, 18].  

Так как регулятор привода должен обеспе-
чивать регулирование по вращающему момен-
ту и угловой скорости, то в качестве обоб-
щенных координат состояния выбраны элек-
трический ток якоря I, угловая скорость 
ротора ω. Управлением является напряжение 
на якоре U, возмущением – момент сопротив-
ления нагрузки ML. Параметрами модели яв-
ляются активное сопротивление и индуктив-
ность цепи якоря, обозначенные, соответст-
венно, R и L, а также приведенный момент 
инерции J и конструктивные постоянные kE 
и kM. При моделировании требуется учитывать 
ограничения по максимальным значениям 
электрического тока и напряжения для данно-
го привода [19, 20]. 

Предположим, что состояние ДПТ определя-
ется матрицей состояния Ai, хотя истинное со-
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стояние определяется матрицей состояния Aj. 
Тогда измерение электрического тока и угловой 
скорости ДПТ на каждом шаге дискретизации k 
будет производиться по состоянию j, хотя рас-
чет оптимального управляющего сигнала вы-
полняется по состоянию i. 

Параметры ДПТ для моделирования: момент 
инерции J = 0,0047 кг·м2; конструктивные коэф-
фициенты kM = kE = 0,34; активное сопротивление 
R = 0,6 Ом; индуктивность якоря L = 0,0255 Гн; 
максимальный электрический ток Imax = 50 А; 
максимальное напряжение Umax = 110 В; заданная 
угловая скорость w_ust = 100 рад/с; время дис-
кретизации T = 0,01 с. 

Результаты моделирования показаны на ри-
сунках 2–5. 

На рисунке 2 приняты следующие обозначе-
ния: кривая I1 – график электрического тока 
ДПТ с номинальными параметрами; кривая I2 – 
график электрического тока ДПТ с сопротивле-
нием цепи якоря на 25 % меньше номинального 
значения; кривая I3 – график электрического 
тока ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % 
больше номинального значения. По оси абсцисс 
отложено дискретное время k, время дискрети-
зации равно 0,01 с. 

На рисунке 3 приняты следующие обозначе-
ния: кривая w1 – график угловой скорости рото-
ра ДПТ с номинальными параметрами; кривая 
w2 – график угловой скорости ротора ДПТ 
с сопротивлением цепи якоря на 25 % меньше 
номинального значения; кривая w3 – график 
угловой скорости ротора ДПТ с сопротивлением 
цепи якоря на 25 % больше номинального зна-
чения. По оси абсцисс отложено дискретное 
время k, время дискретизации равно 0,01 с. 

Анализ графиков на рисунках 2 и 3 показыва-
ет, что при отклонении параметров двигателя от 
номинальных существенно увеличивается время 
переходного процесса и перерегулирования. 
Время переходного процесса возрастает с 0,15 до 
0,5 сек. для ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 
25 % меньше номинального значения. Время пе-
реходного процесса возрастает с 0,15 до 0,3 сек. 
для ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % 
больше номинального значения. Величина пере-
регулирования угловой скорости возрастает с 5 
до 18 % для ДПТ с сопротивлением цепи якоря 
на 25 % меньше номинального значения. Для 
ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % 
меньше номинального значения величина пере-
регулирования угловой скорости не изменяется. 

 

k

I, 
A

Электрический ток ДПТ I, А

 
Рис. 2. График изменения электрического тока якоря ДПТ в пространстве состояний: I1 – ток ДПТ с номи-
нальными параметрами; I2 – ток ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % меньше номинального значения; 
I3 – ток ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % больше номинального значения 

Fig. 2. Diagram of variation of electric current of the motor armature in the state space: I1 is electric current of the 
motor armature with rated parameters: I2 is electric current of the motor armature with armature circuit resistance 25 
% less than the rated value, I3 is electric current of the motor armature with armature circuit resistance 25 % more 
than the rated value 
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Рис. 3. График изменения угловой скорости ДПТ в пространстве состояний: w1 – скорость ДПТ с номинальными 
параметрами; w2 – скорость ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % меньше номинального значения; w3 – скорость 
ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % больше номинального значения 

Fig. 3. Diagram of angular speed change of a motor in the state space: w1 is speed of motor with nominal parameters; w2 is 
speed of motor with armature circuit resistance 25 % lower than nominal value; w3 is speed of motor with armature circuit resis-
tance 25 % higher than nominal value 

Вследствие деградации параметров ДПТ или 
влияния определенных условий эксплуатации 
могут изменяться сопротивление обмотки яко-
ря, ее индуктивность, магнитный поток статора, 
коэффициент вязкого трения в опорах привода. 
Идентификация ДПТ предполагает уточнение 
данных параметров двигателя. Данные парамет-
ры входят в матрицу состояния Ak и матрицу 
управления Bk, которые определяют величину 
напряжения при реализации квазиоптимального 
нелинейного алгоритма управления. 

Для линейной стационарной системы на ка-
ждом шаге линеаризации критерием идентифи-
цируемости и наблюдаемости является ранг 
расширенной матрицы [21, 22]: 

 [ ] .k k krank n=C A C  (5) 

Изменение данных параметров привода при-
водит к несоответствию идеальной модели ис-
тинному состоянию привода и, как следствие, 
повышению энергопотребления и времени пе-
реходных процессов. Для непосредственного 
наблюдения доступны только часть параметров 
вектора управления и измерения. Пусть инфор-
мационно-измерительная система на начальном 
этапе эксплуатации ДПТ работает без ошибок. 
В процессе работы параметры двигателя изме-
няются. Вследствие этого расчеты управляю-

щих сигналов будут некорректны, так как 
управление осуществляется для идеальной мо-
дели, соответствующей номинальным парамет-
рам, но параметры реального ДПТ не известны. 

Матрица Ck полностью определяется инфор-
мационно-измерительной системой, т. е. отно-
сительной ошибкой измерения или классом 
точности измерительных преобразователей. 
Модель информационно-измерительной систе-
мы представлена в виде (2). 

Тогда для максимальных ошибок в наихуд-
шем случае для всех измерительных каналов, 
учитывая непрерывный характер реализации 
нормально распределенной случайной величи-
ны, предполагающей, что большинство значе-
ний входят в интервал 3σ, определитель матри-
цы Ck 

 ( )( )1 2det 1 1 .k h h= − −C  (6) 

Предложено для практических задач опреде-
лять идентифицируемость в виде 

 ( )( )min det det .k k > γA C  (7) 

где индекс k – номер шага в модели, n = 2 – раз-
мерность модели; γ – критерий идентифици-
руемости, пороговое значение близкое к нулю, 
определяемое в соответствии с теорией приня-
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тия решений (см. Nikitin Yu.R. Trefilov S.A. 
Diagnostics of Robot Drives Based on DC Motors 
by Identifiability Criterion of Nonlinear Discrete 
Model in State Space. DOI: 10.22213/2658-3658-
2020-24-31.). 

Измерительная матрица обычно в моделях 
с малыми ошибками в матрице состояния (но-
вое устройство, малая деградация параметров) 
принимается близкой к единичной. Предлага-
ется алгоритм определения идентифицируемо-
сти системы по детерминанту виртуальной из-
мерительной матрицы, в которой учтены 
ошибки управления по известной на предыду-
щих этапах коррекции матрицы состояния, на-
чиная с первого этапа коррекции, для неиз-
вестной в данный момент матрице состояния. 
Если известен электрический ток I1 идеальной 
(наилучшим образом подходящей для данного 
момента времени, выбранной по минимальной 
энергии управления путем моделирования мат-
рицы состояния) модели и измеренный элек-
трический ток I2, полученный по управлению 
в предположении деградации ДТП и изменении 

матрицы состояния, то относительная прибор-
ная ошибка элемента виртуальной измеритель-
ной матрицы 

 
2

1 2
1 1

1 1

13 .
1

K

k

I Ih
K I=

⎛ ⎞−
= σ = ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑  (8) 

Аналогично, если вычислена угловая ско-
рость ротора ω1 идеальной модели и измеренная 
угловая скорость ротора ω2 ДПТ с деградацией 
параметров, то 

 
2

1 2
2 2

1 1

13 .
1

K

k

h
K =

⎛ ⎞ω − ω
= σ = ⎜ ⎟− ω⎝ ⎠

∑  (9) 

На рисунке 4 построены графики определи-
телей матрицы измерения ДПТ (detC2 – опреде-
литель матрицы измерения ДПТ с сопротивле-
нием цепи якоря на 25 % меньше номинального 
значения; detC3 – определитель матрицы изме-
рения ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 
25 % больше номинального значения). 

 

k

de
tC

Определитель матрицы C

 
Рис. 4. Графики определителей матрицы измерения ДПТ: detC2 – определитель матрицы измерения ДПТ с сопро-
тивлением цепи якоря на 25 % меньше номинального значения; detC3 – определитель матрицы измерения ДПТ с сопро-
тивлением цепи якоря на 25 % больше номинального значения 

Fig. 4. Measurement matrix determinant curves: detC2 is the measurement matrix determinant for a motor with armature cir-
cuit resistance 25 % smaller than the nominal value; detC3 is the measurement matrix determinant for a motor with armature circuit 
resistance 25 % larger than the nominal value 

Под критерием идентифицируемости пони-
мается определитель матрицы измерения ДПТ. 
Анализ графиков определителей матрицы изме-
рения ДПТ показывает потерю идентифицируе-

мости, т. е. модель не соответствует состоянию 
деградировавшего ДПТ после последней кор-
рекции матрицы состояния. Это особенно за-
метно в тяжелых динамических режимах, на-
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пример, при включении ДПТ. Значение опреде-
лителя матрицы измерения ДПТ с сопротивле-
нием цепи якоря на 25 % меньше номинального 
значения достигает порогового значения крите-
рия идентифицируемости 0,3. Таким образом, 
потеря идентифицируемости говорит о наличии 
дефекта. 

Выводы 
Предлагается методика расчета критерия 

идентификации для нелинейной дискретной 
системы управления с применением виртуаль-
ной матрицы измерения, на которую переносят-
ся ошибки управления, связанные с несоответ-
ствием реальному внутреннему состоянию ДПТ 
ее матрицы состояния в дискретной модели 
управления. На каждом шаге дискретного вре-
мени вычисляется определитель матрицы изме-
рения, главным образом влияющий на потерю 
ранга расширенной матрицы. Таким образом, 
моделирование наилучшего в смысле минимума 
энергии управления алгоритма, выражающегося 
в подборе матрицы состояния и управления, по-
зволяет определить идентифицируемость при-
вода по виртуальной (предполагаемой условно) 
измерительной матрице. Показано, что при от-
клонении параметров двигателя от номиналь-
ных существенно увеличивается время пере-
ходного процесса и перерегулирования. Время 
переходного процесса возрастает с 0,15 до 
0,5 сек. для ДПТ с сопротивлением цепи якоря 
на 25 % меньше номинального значения. Время 
переходного процесса возрастает с 0,15 до 
0,3 сек. для ДПТ с сопротивлением цепи якоря 
на 25 % больше номинального значения. Вели-
чина перерегулирования угловой скорости воз-
растает с 5 до 18 % для ДПТ с сопротивлением 
цепи якоря на 25 % меньше номинального зна-
чения. Для ДПТ с сопротивлением цепи якоря 
на 25 % больше номинального значения вели-
чина перерегулирования угловой скорости ме-
няется несущественно.  

Значение определителя матрицы измерения 
ДПТ с сопротивлением цепи якоря на 25 % 
меньше номинального значения достигает поро-
гового значения критерия идентифицируемости. 
Таким образом, потеря идентифицируемости 
говорит о наличии дефекта. Полученные ре-
зультаты исследования могут быть использова-
ны при создании диагностических систем для 
приводов автоматических машин. 
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DC Motor Identification Based on Quasi-Optimal Nonlinear Control Algorithm 
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The paper deals with the identification of a direct current (DC) motor based on a quasi-optimal digital control 

model. The DC motor identification involves specification of motor parameters, such as armature winding resistance, 
its inductance, stator magnetic flux, viscous friction coefficient in drive supports. These parameters are part of the 
state matrix and determine the voltage magnitude when implementing a quasi-optimal nonlinear control algorithm. 
The change of these parameters owing to their degradation or certain conditions of drive operation leads to the 
discrepancy of the model state to the true one and, as consequence, to the increase in power consumption and time of 
transients. A methodology for calculating the identification criterion for a nonlinear control system in a discrete form 
is proposed. The determinant of the measurement matrix is calculated at each step of the discrete time. Their analysis 
shows that motor identification is possible in transient modes. When the armature winding resistance of the motor 
deviates from nominal, the transient time and the amount of overshoot increase significantly. When the armature 
resistance decreases by 25% less than the nominal value, the determinant of the motor measurement matrix reaches 
the threshold value of the identifiability criterion. Thus, the loss of identifiability indicates the presence of a defect. 
The obtained results of the study can be used to detect faults in drives. 
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