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Представлены математические модели тепловых процессов комбинированных методов электромехани-

ческой обработки, в основе которых лежат уравнения теплопроводности, с учетом теплофизических-
свойств (температуропроводности, теплоемкости, теплопроводности и теплоотдачи), начальных и гранич-
ных условий, технологических и других особенностей исследуемых методов обработки. Ввиду того, что для 
электромеханической обработки характерен процесс с объемной зоной тепловыделения, достаточно малыми 
размерами и при этом высокой интенсивностью, предполагается, что определение температурных полей 
может осуществляться с использованием принципа наложения. При этом основными факторами, влияющи-
ми на количество тепла, распространяющегося в контактирующие тела, являются интенсивность тепло-
отвода, теплофизические свойства контактирующих тел, скорости их относительного перемещения. Пред-
ложены зависимости, которые позволяют описать температурные поля в объемах, подвергающихся термо-
деформационному воздействию при электромеханической обработке деталей, имеющих значительные 
геометрические параметры, обеспечивающие достаточный теплоотвод от обрабатываемых поверхностей 
внутрь детали. Установлено, что в случае обработки деталей небольших размеров при незначительном теп-
лоотводе возникает необходимость учета накопления тепла, что приводит к общему повышению темпера-
туры в технологической системе в процессе обработки и снижению эффективности процесса упрочнения. 

Выведенные математические зависимости в виде уравнений теплопроводности с установленными огра-
ничениями позволяют определить параметры тепловых полей при электромеханической обработке в систе-
ме «рабочий инструмент – локальный микрообъем поверхностного слоя», при этом математические соот-
ношения представлены в линейной постановке с теплофизическими коэффициентами. 

Теоретически установлено и экспериментально подтверждено, что в процессе обработки основными 
факторами, влияющими на количество тепла, распространяющегося в контактирующие тела, являются 
интенсивность теплоотвода, теплофизические свойства контактирующих тел, скорость их относительно-
го перемещения. Выполненные экспериментальные исследования подтвердили адекватность используемых 
для расчета математических зависимостей, характеризующих температуры в локальных микрообъемах 
обрабатываемого поверхностного слоя. 
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Введение 
атематические модели тепловых про-
цессов комбинированных методов 
электромеханической обработки 

(ЭМО) с точки зрения металловедения имеют 
наибольшее сходство с термомеханической об-
работкой металлов [1–6] и основываются на 
уравнении теплопроводности. При этом учиты-
ваются отличия теплофизических свойств (тем-
пературопроводности ω, теплоемкости k, тепло-
проводности λ и теплоотдачи α), которые огра-
ничиваются начальными и граничными 
условиями, технологическими и другими осо-
бенностями исследуемых методов обработки. 

Использование аналитических зависимостей, 
приведенных в работах [7–12] в виде решения 
дифференциальных уравнений теплопроводно-

сти с установленными ограничениями, позволя-
ет определить параметры тепловых полей при 
электромеханической обработке в системе «ра-
бочий инструмент – локальный микрообъем  
поверхности детали». При этом данные соотно-
шения представлены в линейной постановке 
с теплофизическими коэффициентами, не зави-
сящими от температуры. Получаемый упроч-
ненный поверхностный слой и его свойства на-
ходятся в прямой зависимости от теплоемкости, 
теплопроводности и других теплофизических 
коэффициентов [13]. Причем основные измене-
ния, происходящие в поверхностном слое под 
воздействием сверхвысоких температур, проис-
ходят в результате первого цикла «нагрев – ох-
лаждение»; в дальнейшем при повторных про-
ходах происходит закрепление результатов тер-
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момеханического воздействия и устранение де-
фектов [14–16]. 

Цель исследования – теоретически обосно-
вать и экспериментально подтвердить влияние 
отдельных технологических факторов (интен-
сивность теплоотвода, теплофизические свойст-
ва контактирующих тел, скорость их относи-
тельного перемещения и др.) в процессе комби-
нированной электромеханической обработки на 
количество выделившегося в процессе обработ-
ки тепла, распространяющегося в контакти-
рующие тела в процессе обработки. Подтвер-
дить адекватность используемых для расчета 
математических зависимостей, характеризую-
щих температуры в локальных микрообъемах 
модифицируемого поверхностного слоя. 

Методика проведения эксперимента 
Экспериментальное исследование ЭМО осу-

ществлялось на образцах диаметром 50 мм из 
стали 38ХС с обработкой твердосплавным ин-
струментом из Т15К6 при следующих режимах 
обработки: сила тока I = 300…700 A; усилие 
прижатия инструмента Р = 100…120 Н, ско-
рость обработки V = 2,5…10 м/мин. 

Измерения температуры в поверхностном 
слое образцов при ЭМО осуществляли с помо-
щью нихросил-нисиловой термопары (типа 
TNN). Термопары размещались в отверстиях 
детали. Отверстия просверливались диаметром 
1 мм на разную глубину – от 0,02 до 1 мм от по-
верхности. Термопары внутри детали устанав-
ливались так, чтобы обеспечить попадание их 
на траекторию движения твердосплавного инст-
румента по поверхности обрабатываемой дета-
ли. Места установки термопар запаивались. 

В процессе экспериментальных исследова-
ний тепловых процессов анализировалось время 
достижения максимальной температуры в ло-
кальном микрообъеме поверхностного слоя об-
разца, а также градиент распространения темпе-
ратур вглубь контактирующих рабочего инст-
румента и поверхностного слоя образца при 
квазистатической модели ЭМО. 

Математическое моделирование  
тепловых процессов  
поверхностного модифицирования 
Электромеханической обработке присущ про-

цесс с объемной зоной тепловыделения, доста-
точно малыми размерами в модифицируемом 
поверхностном слое детали и рабочего инстру-
мента и интенсивностью тепловыделения qоб 
(плотностью теплового потока на единицу объ-
ема). При этом для максимальной толщины мо-
дифицируемого поверхностного слоя время τi, 
определение температурных полей может осу-

ществляться с использованием принципа нало-
жения по методу источников теплоты, описан-
ных, например, в работе [17]. Соответственно, 
для каждой точки i, находящейся на определен-
ном расстоянии yi от поверхности, выполняется 
последовательное суммирование по координа-
там y и z уравнения 
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Выполнение вышеуказанных математиче-
ских преобразований (1) по схеме, приведенной 
на рисунке 1, а, при условии равномерного рас-
пределения интенсивности тепловыделения qт 
по объему с размерами hт и kyk позволяет полу-
чить выражение [18] 
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Для случая электромеханической обработки 
размер зоны тепловыделения достаточно мал – 
hт → 0; в этом случае можно рекомендовать 
следующую математическую зависимость: 
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Результаты расчетов, проведенных с использо-
ванием формулы (2), отличаются от результатов, 
полученных с использованием формулы (3), – они 
в среднем на 10…15 % меньше, что объясняется 
учетом в формуле (2) объема процесса тепловы-
деления. В результате источник тепловыделения 
со скоростью Vи при определенных геометриче-
ских параметрах рабочего инструмента в процессе 
электромеханической обработки можно охаракте-
ризовать как полосовой с малой шириной B0 
(рис. 1, b, c), а в отдельных случаях – как линей-
ный при B0 → 0. Тогда длина полосового источни-
ка равна величине шага при обработке 2l0. Коли-
чество тепла, распространяющегося внутрь детали 
от быстродвижущегося полосового источника, 
зависит от его скорости, теплофизических свойств 
материала обрабатываемой детали и твердосплав-
ного инструмента, при этом незначительно – от 
закона распределения интенсивности тепловыде-
ления, которое можно считать равномерным. 
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Рис. 1. Расчетные схемы изменения температурных полей при воздействии  

объемным источником тепловыделения (а); полосовым быстродвижущимся источником (b, c) 

Fig. 1. Calculation schemes for changing temperature fields under the influence  
of a volumetric source of heat release (a); strip fast moving source (b, c) 

Для анализа температурных полей при ЭМО, 
характеризующихся высокой скоростью движе-
ния источника тепла и равномерным его рас-
пределением, можно рекомендовать постановку 
линейных задач [19–21]. 

Соотношение, которое описывает процесс 
распространения тепла от быстродвижущегося 
точечного источника, может быть использовано 
для моделирования вышеописанных источников 
тепла и процессов тепловыделения: 
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где xi, 0, zi – координаты точечного источника; 
qi – интенсивность тепловыделения. 

Интегрирование уравнения (4) по xi и zi по-
зволяет осуществить расчет температуры, воз-
никающей в точке (микрообъеме) с текущими 
координатами х, у, z при воздействии точечных 
источников, суммарно образующих полосовой 
источник 2l0B0, при этом количество точечных 
источников бесконечно большое. Математиче-
ское преобразование (интегрирование) от xi = −l0 
до xi = l0 позволяет получить следующую зави-
симость: 
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где [ ] 2

0

2 exp
x

erf x y dy⎡ ⎤= −⎣ ⎦π ∫  – функция инте-

грала вероятности Гаусса; ql – интенсивность 
источника тепла на площадке 2l0B0. 

В случае максимального тепловыделения 
в плоскости ХОY вдоль оси у с шириной поло-
сового источника тепла B0= z –zi, проинтегриро-
вав (5), получим зависимость, описывающую 
распределение температуры в обрабатываемом 
поверхностном слое от быстродвижущегося ли-
нейного источника: 
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(6)

 

где qr – интенсивность источника тепла, распре-
деленного вдоль отрезка длиной 2l0. 

Зависимости (5) и (6) описывают темпера-
турные поля в объемах, подвергающихся тер-
модеформационному воздействию при электро-
механической обработке деталей, имеющих 
значительные геометрические параметры, обес-
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печивающие достаточный теплоотвод от обра-
батываемых поверхностей внутрь детали. 
В случае обработки деталей небольших разме-
ров при незначительном теплоотводе возникает 
необходимость учета накопления тепла, что 
приведет к общему повышению температуры 
в технологической системе в процессе обра-
ботки, снижению эффективности процесса уп-
рочнения. 

Для классической ЭМО характерно быстрое 
движение источника тепла по винтовой линии 
по поверхности детали, представляющей собой 
цилиндр с малым шагом равным 2l0. В этом 
случае температура в любой микрообъеме по-
верхности цилиндра радиусом R может быть 
определена как сумма мгновенных температур 
от кольцевых источников и представлена в виде 
зависимости 
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= − − τ⎢ ⎥ωτπωτ ⎣ ⎦

  (7) 

где qk / Vи – погонная энергия от кольцевого ис-
точника; х – осевая координата; k – удельная 
теплоемкость; α – коэффициент теплоотдачи 
с поверхности; r – текущий радиус; τ – время, 
характеризующее период выделения теплоты; 
Φ0(r, τ) – функция, характеризующая выравни-
вание теплоты в тонком круглом диске без теп-
лоотдачи, при мгновенном выделении теплоты 
по кольцу на его наружной поверхности: 
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где J0 – функция Бесселя первого рода нулевого 
порядка от действительного аргумента; μk – ну-
ли функции Бесселя первого рода первого по-
рядка J1, т. е. корни уравнения J1(μk) = 0. 

Суммарная температура в рассматриваемой 
точке, образовавшаяся от воздействия кольце-
вых источников, находящихся на расстояниях х 
от рассматриваемой точки, с соответствующим 
временем τ пересечения движущегося источни-
ка теплоты осевой плоскости, проходящей через 
рассматриваемую точку (момента тепловыделе-
ния), различным для каждого кольцевого мгно-
венного источника, может быть вычислена по 
формуле 
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где xn – расстояния до рассматриваемой точки 
для каждого прохода; τn – время, прошедшее 
с момента проведения n-го прохода; N – число 
проходов с начала обработки. 

В процессе ЭМО в случае увеличения числа 
проходов N будет наблюдаться выравнивание 
значения функции температур (8) в формуле (9), 
которая будет стремиться к единице: Φn(r, τn) → 1. 
Это означает, что при большом количестве про-
ходов обрабатываемая деталь может практиче-
ски полностью прогреться по толщине, что при-
ведет к необоснованному использованию при-
нятой схемы теплообразования (см. рис. 1, b, c), 
необходимости разработки новой, а расчет тем-
пературных полей с использованием выражений 
(5)–(9) будет нецелесообразен. 

То есть расчет температур в вышеописанных 
случаях необходимо осуществлять с учетом на-
копления тепла и равномерным его распределе-
нием. В случае выравнивания температур на 
поверхности обрабатываемой детали при уста-
новлении теплообмена с окружающей средой 
рекомендуется рассматривать нестационарную 
одномерную задачу с граничными условиями 
первого рода, при этом источник нагрева пред-
ставляет собой постоянно действующий коль-
цевой. Для такой задачи дифференциальное 
уравнение теплопроводности будет иметь вид 

 
2

2

1 , 0, 0T T T r R
r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= ω + τ > < <⎜ ⎟∂τ ∂ ∂⎝ ⎠

 (10) 

при начальном условии T(r, 0) = T0 = const и гра-
ничных условиях T(r, τ) = TС = const, ∂T(0, τ)/∂r = 
= 0, T (0, τ) ≠ ∞. Последнее из указанных усло-
вий означает конечность температуры в центре 
кольца в процессевсего теплообмена. 

Решение уравнения (10) имеет вид, анало-
гичный функции выравнивания температур (8): 

 
( )( )
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2exp ,

n

c n
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μ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤− μ ωτ ⎝ ⎠= −⎢ ⎥− μ μ⎣ ⎦

∑  (11) 

где ( )2 1 2.n nμ = − π  
Для случаев упрочнения торцевых поверхно-

стей с достаточно малой длиной Н цилиндриче-
ской поверхности (т. е. для ограниченного ци-
линдра) процесс накопления тепла необходимо 
рассматривать при постоянстве температур на 
его торцевых поверхностях с установившимся 
теплообменом. 

Дифференциальное уравнение теплопровод-
ности для нестационарной двумерной задачи 
имеет вид 
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при начальном условии T(r, x, 0) = Т0 = const 
и граничных условиях T(r, ± H/ 2, τ) = ТС = const, 
T(R, x, τ) = TС = const. 

После математических преобразований (12) 
примет вид 
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где μm – нули функции Бесселя первого рода 
нулевого порядка J0, т. е. корни уравнения 
J0(μm) = 0. 

Для проверки адекватности предложенных 
выше математических зависимостей и более 
точного описания температурных полей в рабо-
чем микрообъеме при электромеханической об-
работке производилось измерение температур 
в поверхностном слое засверливанием термопар 
в рабочей зоне, а также расчет температурных 
полей с использованием зависимостей (5), (6), 
(9), (11) и (13), полученные результаты сравни-
вались и анализировались. 

Произведенными расчетами установлена ди-
намика распределения температур вглубь обра-
батываемой детали в зависимости от времени 
термодеформационного воздействия на локаль-
ный микрообъем поверхностного слоя. 

При ЭМО с силой тока в 650 А максимальная 
температура 1200 °С достигается примерно че-
рез 0,12 с (рис. 2, а). Термодеформационное 
влияние рабочего инструмента на модифици-
руемый слой детали с установленными техноло-
гическими параметрами позволяет достичь тем-
ператур структурно-фазовых превращений 
(≈820 °С и более) в течение ≈0,05…0,01 с в за-
висимости от других факторов. 

На рисунке 2, b приведены результаты расчета 
температуры в зависимости от силы тока и скоро-
сти обработки. Видно, что температура структур-
но-фазовых превращений может быть достигнута 
при скорости обработки V = 3,0 м/мин и силе тока 
I = 350…400 А. 
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Рис. 2. Результаты моделирования распространения 
температурных полей в обрабатываемой детали при 
ЭМО: а – распределение температур в модифицируемом 
поверхностном слое детали в зависимости от времени воз-
действия теплового источника по глубине; b – зависимость 
температуры в локальном микрообъеме при ЭМО от силы 
тока и скорости обработки 

Fig. 2. The results of modeling the distribution of tem-
perature fields in the workpiece during EMT: a - tempera-
ture distribution in the workpiece depending on the time of 
exposure to a heat source in depth; b - dependence of tempera-
ture in a local microvolume during EMT on current strength 
and processing speed 

Результаты исследования и их обсуждение 
В результате проведенных расчетов влияния 

скорости перемещения рабочего инструмента 
относительно обрабатываемой поверхности ци-
линдрического образца из стали 38ХС и вели-
чины силы тока было установлено, что темпера-
тура в исследуемом микрообъеме с увеличением 
скорости обработки существенно снижается, 
причем снижение температуры происходит 
примерно одинаковыми темпами при любых 
установленных значениях силы тока. 

Также установлено, что при одних и тех же 
величинах силы тока в процессе ЭМО и прочих 
равных условиях температура в зоне контакта 
образца и рабочего инструмента значительно 
выше в локальном микрообъеме стального об-
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разца нежели в рабочем инструменте изготов-
ленном из бронзы, причем с увеличением силы 
тока разница в температурах увеличивается. Это 
связано с тем, что электропроводность бронзы 
выше, чем стали, вследствие чего сопротивле-
ние на контакте меньше, что, соответственно, 
влечет более низкие значения температуры 
в локальных микрообъемах. 

Для проверки соответствия фактического 
значения температуры в поверхностном слое 
стального образца расчетным значениям темпе-
ратур проводили экспериментальные исследо-
вания значений температуры в высокотемпера-

турном микрообъеме модифицируемого по-
верхностного слоя. 

На рисунке 3 представлены результаты рас-
чета и измерений, выполненных в соответствии 
с определенной выше методикой распростране-
ния температуры вглубь образца при одинако-
вых значениях других технологических факто-
ров. Представленные на рисунке зависимости 
показывают удовлетворительную сходимость 
полученных расчетных и экспериментальных 
значений: среднее расхождение составило при-
мерно 3…5 %, что свидетельствует об адекват-
ности используемых математических моделей. 
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Рис. 3. Зависимость температуры в локальном микрообъеме поверхностного слоя стальной детали в процессе 
ЭМО: а – от силы тока, при неизменных других технологических факторах; b – от глубины поверхностного слоя при об-
работке с силой тока I = 600 А и скоростью обработки V = 3,5 м/мин 

Fig. 3. Dependence of temperature in the local microvolume of the surface layer of the steel part in the EMT process: 
a - on the current strength, with other technological factors unchanged; b - from the depth of the surface layer during processing 
with current I = 600 A and processing speed V = 3.5 m/min 

При моделировании температурных процес-
сов ЭМО не учитывались потери тока в техно-
логической оснастке при его прохождении от 
источника до обрабатываемой поверхности об-
разца; это связано с тем, что потери тока в тех-
нологической цепочке зависят от большого ко-
личества факторов, учет которых значительно 
усложняет моделирование. Этим можно объяс-
нить незначительное расхождение полученных 
результатов – в среднем до 5 %. 

Полученные зависимости температуры ло-
кальных микрообъемов поверхности стального 
образца от силы тока и глубины при неизмен-
ных значениях других технологических пара-
метров обработки показывают, что с увеличени-
ем силы тока наблюдается увеличение темпера-

туры, а по мере углубления в поверхностный 
слой – снижение (см. рис. 3). При силе тока 
≈450 А температура в локальном микрообъеме 
поверхностного слоя образца превышает темпе-
ратуру перлито-аустенитных превращений (т. е. 
выше линии Ас1 (763 °С)), а при токе 500 А – 
превышает 810 °С (т. е. выше линии Ас3). 

Выводы 
Использование выведенных математических 

зависимостей в виде уравнений теплопроводно-
сти с установленными ограничениями позволя-
ют определить параметры тепловых полей при 
электромеханической обработке в системе «ра-
бочий инструмент – поверхностный слой образ-
ца», при этом данные соотношения представле-
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ны в линейной постановке с теплофизическими 
коэффициентами. В процессе обработки основ-
ными факторами, влияющими на количество 
тепла, распространяющегося в контактирующие 
тела, являются: интенсивность теплоотвода, те-
плофизические свойства контактирующих тел, 
скорости их относительного перемещения. Про-
веденные экспериментальные исследования 
температуры в локальных микрообъемах обра-
батываемого поверхностного слоя подтвердили 
адекватность используемых для расчета матема-
тических зависимостей. 
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The article presents mathematical models of thermal processes of combined methods of electromechanical proc-

essing, which are based on the heat conduction equations, which take into account thermophysical properties (thermal 
diffusivity, heat capacity, thermal conductivity and heat transfer), initial and boundary conditions, technological and 
other features of the studied processing methods. In view of the fact that electromechanical processing (EMT) is char-
acterized by a process with a volumetric heat release zone, with sufficiently small dimensions and high intensity, it is 
assumed that the determination of temperature fields can be carried out using the superposition principle. In this case, 
the main factors affecting the amount of heat propagating into the contacting bodies are the intensity of heat removal, 
the thermophysical properties of the contacting bodies, and the speed of their relative movement. Dependences are 
proposed that allow one to describe the temperature fields in the volumes of parts subjected to thermal deformation 
during electromechanical processing, which have significant geometric parameters that ensure sufficient heat removal 
from the treated surfaces into the part. It has been established that in the case of processing parts of small dimensions, 
with insignificant heat removal, it becomes necessary to take into account the accumulation of heat, which will lead to 
a general increase in temperature in the technological system during processing, and a decrease in the efficiency of 
the hardening process.  

The derived mathematical dependencies in the form of heat conduction equations with the established restrictions 
make it possible to determine the parameters of thermal fields during electromechanical processing in the system 
“working tool” - “local microvolume of the surface layer”, while these presented mathematical relationships are pre-
sented in a linear formulation with thermophysical coefficients.  

It has been theoretically established and experimentally confirmed that in the process of processing the main fac-
tors affecting the amount of heat propagating into the contacting bodies are the intensity of heat removal, the thermo-
physical properties of the contacting bodies, and the speed of their relative movement. The performed experimental 
studies have confirmed the adequacy of the mathematical dependencies used to calculate the temperatures in the local 
microvolumes of the treated surface layer. 
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