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Интеграция крупных фотоэлектрических систем и ветропарков в энергетические системы существенно 

влияет на режимы их функционирования за счет частых флуктуаций мощности, тем самым оправдывая 
применение накопителей энергии. Совершенствование математических моделей, описывающих режимы 
функционирования объектов, является следствием усложнения структуры и процессов, протекающих в энер-
гетических системах. 

Представлена методика расчета режимных параметров систем аккумулирования энергии, основанная на 
теории интегральных уравнений. Для определения режимных параметров работы систем аккумулирования 
энергии используется нестандартный класс интегральных уравнений Вольтерра первого рода, что позволяет 
моделировать накопители энергии в терминах обратной задачи, когда по известной функции небаланса мощ-
ности, получаемой из потенциальных прогнозов нагрузки потребителей и генерации от возобновляемых ис-
точников, где необходимо определить знакопеременную функцию изменения мощности. Для определения ре-
жимных параметров нескольких типов накопителей, работающих одновременно в рамках одной энергосис-
темы, ядра таких уравнений могут быть заданы в виде кусочно-постоянных функций. Такая постановка 
имеет ряд преимуществ, так как позволяет учитывать в ядрах интегральных уравнений нелинейные процес-
сы, протекающие в накопителях и влияющие на их эффективность. Также появляется возможность исполь-
зовать регуляризирующие алгоритмы для снижения погрешности в численных схемах, в том числе известное 
свойство саморегуляции при согласовании шага сетки узлов с уровнем ошибки в прогнозах нагрузки потреби-
телей и генерации. 

В качестве примера рассмотрена автономная фотоэлектрическая система с аккумуляторными бата-
реями. Полученные результаты и их визуализация показывают адекватность и состоятельность применения 
данного подхода. 
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Введение 
овременная трансформация энергетиче-
ских систем характеризуется повсеме-
стным использованием возобновляемых 

источников энергии [1]. На момент середины 
2022 года суммарная установленная мощность 
возобновляемых источников энергии составляет 
около 3070 ГВт. При этом существенную долю 
и значительный рост за последнее десятилетие 
показали сектор солнечной энергетики (855 ГВт) 
и ветроэнергетики (824 ГВт). 

Строительство генерирующих объектов, ис-
пользующих энергию Солнца и ветра, наблюда-
ется практически на всех уровнях напряжений, 
начиная с мощных фотоэлектрических систем 
и ветропарков, элементов распределенной гене-
рации средней мощности и до небольших уста-

новок, расположенных у потребителя [2]. Такой 
рост является результатом хорошо проработан-
ной политики поддержки экологически чистых 
источников энергии [3, 4], к примеру, таких ме-
ханизмов поддержки, как зеленые тарифы, зеле-
ные сертификаты и энергосервисные контракты 
[5, 6]. 

Фотоэлектрические системы и ветропарки 
имеют важную особенность, выраженную в не-
постоянстве выработки электроэнергии, зави-
сящей от ряда климатических факторов [7]. 
В таких условиях существенно возрастает роль 
достаточно маневренных источников энергии 
и аккумулирующих устройств способных под-
держивать режим работы энергетической сис-
темы в рамках номинальных значений. Если 
с первой составляющей все достаточно ясно, то 
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с аккумулирующими станциями имеется ряд 
важных фундаментальных задач, требующих 
дальнейших исследований. В частности, опти-
мизационные задачи, связанные с выбором оп-
тимальной суммарной емкости и типа аккуму-
ляторных батарей, срока службы электрохими-
ческих источников энергии, влияния внешних 
факторов на эксплуатационные показатели и др. 
[8, 9]. Для успешного решения таких задач не-
обходимы универсальные методы и подходы 
к математическому моделированию режимных 
параметров аккумуляторных батарей в зависи-
мости от внешних условий, параметров сети, 
технических характеристик оборудования.  

Цель исследования – разработка универ-
сальной методики расчета режимных парамет-
ров систем аккумулирования энергии на основе 
интегральных уравнений Вольтерра. 

Моделирование аккумуляторных батарей 
В настоящее время имеются различные по 

уровню детализации математические модели 
аккумуляторных батарей. Практически во всех 
случаях определяется состояние заряда аккуму-
ляторных батарей, падение напряжения, КПД 
и другие показатели. Стоит отметить, что на 
первое место выходят такие подходы, которые 
позволяют с минимальными погрешностями 
моделировать работу системы аккумулирования 
энергии при изменении входных параметров 
с учетом основных технических характеристик 
оборудования [10]. Далее будет предложена мо-
дель, основанная на интегральных уравнениях 
Вольтерра. 

Рассмотрим имеющую ряд преимуществ мо-
дель на основе интегральных уравнений Воль-
терра: 

 ( ) ( ) ( ) [ ]
0
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t

K t s x s ds f t t T= ∈∫  (1) 

где ядро ( ),K t s  имеет следующий вид: 

 ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0 1

2 1 2

1

, , ,
, , ,

,

, , .n n n

K t s t s t
K t s t s t

K t s

K t s t s t−

⎧ α < < α
⎪ α < < α⎪= ⎨
⎪
⎪ α < < α⎩

 (2) 

( ),K t s  претерпевает разрывы первого рода 

на кривых ( ) , 1, 2, , 1.i t i nα = … −  Функции 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 10, nt t t t tα ≡ α < α <…< α ≡  ограничи-
вают ядра ( ), ,K t s  которые содержат информа-
цию о КПД используемых аккумуляторных ба-
тарей, которая зависит не только от применяе-

мых технологий, но и от внешних условий, 
а также от интенсивности использования и про-
текающих в них процессов деградации активной 
массы. В правой части уравнения ( )f t  исполь-
зуется прогноз текущей нагрузки, полученный 
с помощью алгоритмов машинного обучения. 
Функции ( ),iK t s  и правая часть уравнения 

( )f t  в (1) являются непрерывными и достаточ-

но гладкими, ( )0 0.f =  Кривые разрыва 

( ) [ ]1 0,i t C Tα ∈  являются неубывающими. Кро-
ме того, ( ) ( ) ( )1 2 1' 0 ' 0 ' 0 1.n−α ≤ α ≤…≤ α <  Для 
решения уравнения (1) необходимо найти не-
известную функцию ( ) ,x s  которая является 
знакопеременной функцией изменения мощно-
сти аккумуляторных батарей. При таком под-
ходе уравнения Вольтерра естественным обра-
зом представляют эволюционный характер 
энергосистемы, присущий развивающимся сис-
темам. 

Преимуществом данной модели является ис-
пользование методов снижения погрешности 
при вычислении знакопеременной функции из-
менения мощности накопителей энергии, когда 
во входных данных присутствуют неточности, 
вызванные ошибками прогноза. Для этого мож-
но использовать регуляризацию по Лаврентье-
ву, которая при правильном выборе параметра 
регуляризации заметно снижает погрешность 
вычислений [11]. 

Также необходимо пояснить, как выбор кри-
вых разрыва в ядре (2) влияет на моделирование 
нескольких объектов аккумулирования энергии, 
расположенных в разных узлах энергетической 
системы. К примеру, имеются две станции ак-
кумулирования электроэнергии, работающих 
одновременно и независимо друг от друга. Они 
имеют разные суммарные установленные емко-
сти, типоразмеры используемых аккумулятор-
ных батарей и значения КПД, которые исполь-
зуются в ядрах ( )1 ,K t s  и ( )2 , .K t s  Таким обра-
зом, уравнение (1) можно записать в следующем 
виде: 
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( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) [ ]

1 2
0

,   ,   
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t
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∫ ∫  
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Определение функции ( )tα  является важ-
ным этапом при моделировании аккумулятор-
ных батарей, так как она задает пропорции, 
в которых будут использоваться накопители. 
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Например, в случае ( )
3
ttα =  первое слагаемое 

( )1 ,K t s  в (3) вносит в два раза меньший вклад 
в покрытие нагрузки ( ) ,f t  чем второе. Значе-

ние функции ( )tα  можно выбирать таким обра-
зом, что с течением времени вклад станций ак-
кумулирования может меняться, отражая соот-
ветствующие изменения в энергосистеме. 
Например, при разном уровне деградации обо-
рудования, замене одного типа аккумуляторов 
другим и т. д. 

Определить неизвестную знакопеременную 
функцию изменения мощности ( )x s  возможно, 
используя более сложные модели. Для этого 
необходимо решить нелинейное уравнение 
Вольтерра, в котором КПД зависит от ( ).x s  
Данная зависимость отражает влияние характе-
ра использования систем аккумулирования 
энергии на КПД – чем глубже разряжается на-
копитель, тем сильнее меняется КПД. 

Отметим, что моделирование не одновре-
менной, а последовательной по времени работы 
станций аккумулирования энергии выходит за 
рамки данной работы и должно рассматриваться 
с помощью уравнений Вольтерра с запазды-
вающими пределами интегрирования, напри-
мер: в работе [12] используются уравнения 
Вольтерра первого рода с запаздыванием для 
решения задачи моделирования стратегий раз-
вития электроэнергетических систем. 

Также формула (1) может быть использована 
при моделировании разрозненных станций ак-
кумулирования электроэнергии, объединенных 
в общую сеть. В таком случае правая часть 
уравнения – небаланс между генерацией и по-
треблением для каждой энергосистемы – содер-
жит не только имеющиеся генерирующие ис-
точники и резервы мощности, но и перетоки от 
других узлов и энергосистем. Более подробно 
такая модель рассмотрена на примере несколь-
ких энергосистем в [13]. 

Данная модель на основе интегральных ди-
намических моделей [14] является основой для 
универсального подхода к математическому 
моделированию систем аккумулирования энер-
гии с учетом разных характеристик используе-
мого оборудования. К таким характеристикам 
относятся: КПД, установленная емкость, уро-
вень заряда, ограничения на скорость использо-
вания, максимальное количество циклов за-
ряд/разряд до замены. Данная модель позволяет 
определить продолжительность циклов заряда 
и разряда аккумуляторных батарей, работу ре-

зервных источников генерации и определить 
наиболее подходящие для решения задачи 
функционирования накопителей энергии типы 
аккумуляторных батарей и режимы их работы. 
Предлагаемые в данной статье интегральные 
модели подходят для определения режимных 
параметров аккумуляторных батарей, в том 
числе для большого количества объектов, по-
требителей, а также нелинейной зависимости 
КПД и срока службы. 

Объект исследования 
В качестве примера рассмотрим автоном-

ную фотоэлектрическую систему с аккумули-
рованием электроэнергии. Фотоэлектрическая 
система включает в себя следующие основные 
элементы: фотоэлектрические преобразователи 
(ФЭП) – 100 кВт, дизельная электростанция 
(ДЭС) – 100 кВт, аккумуляторные батареи (АБ) – 
960 кВт∙ч, сетевые и батарейные инверторы 
(СИН и БИН) – 125 и 250 кВт соответственно. 
На рисунке 1 показана упрощенная схема авто-
номной фотоэлектрической системы. 

 

 
Рис. 1. Упрощенная схема автономной  

фотоэлектрической системы (www.sma.de) 

Fig. 1. Structure of an autonomous photovoltaic system 

Фотоэлектрическая система функционирует 
по классическому сценарию, при котором ос-
новными источниками выступают фотоэлектри-
ческие преобразователи и аккумуляторные ба-
тареи. Дизельная электростанция является ре-
зервным источником и включается в момент, 
когда состояние заряда аккумуляторных батарей 
меньше 20 % от их суммарной установленной 
емкости. В каждый момент времени фотоэлек-
трическая система описывается знакопеременной 
функцией изменения мощности. Примем, что 

( ) ( )Sx s P t=  и ( ) ( )н ,f t P t=  
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тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )фэ.п д.эс н ,SP t P t P t P t P tΣ= + − − Δ  (4) 

где ( )фэ.п ,P t  ( )д.эсP t  – генерация фотоэлектриче-
ских преобразователей и дизельной электро-
станции, кВт; ( )нP t  – нагрузка, кВт; ( )P tΣΔ  – 
потери мощности в сети, кВт, 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
к.л-в.л с.ин

б.ин а.б ,

P t P t P t

P t P t
ΣΔ = Δ + Δ +

+ Δ + Δ
 

(5)
 

где ( )к.л-в.л ,P tΔ  ( )с.ин ,P tΔ  ( )б.ин ,P tΔ  ( )а.бP tΔ  – 
потери мощности в кабельных и воздушных ли-
ниях, сетевых и батарейных инверторах, акку-
муляторных батареях соответственно, кВт. 

Моделирование фотоэлектрической системы 
выполняется за временной период один год, что 
составляет 8760 ч. 

В качестве исходной информации высту-
пают природно-климатические показатели на 
рассматриваемой территории, а именно: сум-
марная солнечная радиация, Вт/м2; температу-
ра воздуха, °С; скорость ветра, м/с. Сформи-
рованные массивы климатических данных 
представлены в виде типичного метеорологи-
ческого года. Данная практика является рас-
пространенной при решении подобного рода 
задач. Эти метеорологические данные необхо-
димы для моделирования основных режимных 
параметров фотоэлектрических преобразова-
телей. 

На основании типичного метеорологическо-
го года и технических параметров используемо-
го оборудования выполняется моделирование 
фотоэлектрических преобразователей. На пер-
вом этапе рассчитываются такие параметры, как 
выходной ток, напряжение, активная мощность, 
КПД, рабочая температура. При этом моделиро-
вание осуществляется для одной солнечной па-
нели определенного типоразмера на протяже-
нии всего метеорологического года. Далее на 
основании полученных максимальных и мини-
мальных значений выходного тока и напряже-
ния определяется оптимальная схема соедине-
ния солнечных панелей в массиве с учетом  
эксплуатационно-технических ограничений се-
тевых инверторов. Технические ограничения 
сетевых инверторов выражены минимальными 
и максимальными значениями входного тока 
и напряжения.  

При моделировании режимов работы ди-
зельной электростанции используются данные 
о количестве агрегатов, их установленной мощ-
ности, типа дизельного двигателя и его техниче-
ских характеристик, а также наработка. За осно-
ву берутся универсальные скоростные характе-
ристики, позволяющие определить основные 
технико-экономические параметры агрегата 
в зависимости от коэффициента загрузки для 
каждого момента времени (t). Таким образом 
определяются: удельный и полный расходы то-
плива, моточасы наработки. 

Нагрузка потребителя задается годовым гра-
фиком, изменяющимся с дискретным шагом 
один час. 

На рисунке 2 представлены результаты мо-
делирования основных режимов работы фото-
электрической системы. 

На основании полученных данных отчетливо 
видно, что в весенний, летний и часть осеннего 
периодов фотоэлектрическая система имеет вы-
сокую плотность генерации. На рисунке 3 про-
демонстрированы результаты моделирования 
аккумуляторных батарей, расположенных в рас-
сматриваемой фотоэлектрической системе. 

В данном разделе статьи авторами выполня-
ется анализ адекватности полученных резуль-
татов с реальными данными, зафиксированны-
ми в результате эксплуатации комплексов  
генерации, использующих возобновляемые ис-
точники энергии. В статье [15] представлена 
характеристика знакопеременной функции то-
ка, описывающей процессы заряда и разряда 
системы аккумуляторных батарей. Вид данной 
характеристики соответствует результатам, 
описанным в данной статье. Генерация фото-
электрической системы имеет высокие значе-
ния в весенне-летний период, при этом она ог-
раничена уровнем нагрузки потребителя и ко-
личеством энергии, потенциально возможным 
к аккумулированию (с учетом эксплуатацион-
но-технических ограничений) в рассматривае-
мый период времени [16]. Также представлен-
ные результаты показывают, что использова-
ние интегральных уравнений Вольтерра 
является альтернативой существующих тради-
ционных балансовых моделей систем аккуму-
лирования энергии. Этот факт подтверждается 
тем, что знакопеременная функция изменения 
мощности имеет прямую связь с текущим 
уровнем заряда аккумуляторных батарей с уче-
том ограничений [17, 18]. 
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Рис. 2. Результаты моделирования режимных параметров фотоэлектрической системы 

Fig. 2. Simulation results of an autonomous photovoltaic system operating modes 

 
Рис. 3. Результаты моделирования аккумуляторных батарей 

Fig. 3. Simulation results of storage batteries operating modes during the year 

Заключение 
Результаты моделирования фотоэлектрической 

системы с аккумуляторными батареями показали, 
что интегральные уравнений Вольтерра можно 
успешно использовать при расчете режимных па-
раметров аккумулирующих станций. Представ-

ленная методика является универсальной и может 
быть использована как для централизованных 
систем с большим количеством аккумулирующих 
станций, расположенных в различных узлах, так 
и автономных энергетических систем с высокой 
долей возобновляемых источников энергии. 
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Быстродействие и хорошая точность пред-
ложенной модели являются несомненными пре-
имуществами, которые более ярко выражены на 
примерах большой размерности. Например, 
в задачах определения оптимального местопо-
ложения аккумулирующей станции в централи-
зованной энергетической системе с возобнов-
ляемыми источниками энергии [19]. 

Дальнейшее совершенствование данной мо-
дели будет в направлении учета ряда парамет-
ров, связанных со сроком службы аккумулятор-
ных батарей и нелинейных процессов деграда-
ции [20]. Это позволит учесть изменение 
располагаемой емкости электрохимических на-
копителей энергии с течением времени. 
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Mathematical Modeling of Battery Energy Storage System Operating Modes using Volterra Integral Equations 

 
D.N. Karamov, PhD in Engineering, Melentiev Energy Systems Institute of Siberian Branch of the Russian Academy  
of Sciences, Irkutsk, Russia. 
I.R. Muftahov, Melentiev Energy Systems Institute of Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences, Irkutsk,  
Russia. 

 
The integration of powerful photovoltaic systems and wind farms into energy systems significantly affects the op-

erating modes due to frequent power fluctuations, thereby justifying the use of energy storage devices. The 
improvement of mathematical models describing operating modes of power facilities is a consequence of structure and 
process complication occurring in energy systems. 

The article presents a method for modelling the operating parameters of battery energy storage systems, based on 
the Volterra integral equations. The sequence of the solution is described, as well as its applicability in energy systems 
research. To determine the operating modes of battery energy storage systems, a non-standard class of Volterra 
integral equations of the first kind is used in the research. This makes it possible to calculate the operating modes of 
storage batteries in terms of the inverse problem, when the generation and power imbalance functions are known. To 
calculate the operating modes of several types of storage devices operating simultaneously within the same power 
system, the form of such equations can be specified in the form of piecewise constant functions. This method has 
a number of advantages, since it allows one to take into account nonlinear processes in the kernels of integral equa-
tions. Thus, the processes of degradation of energy storage devices that affect the efficiency of their operation are 
taken into account. The use of regularizing algorithms makes it possible to reduce the error. 

As an example, an autonomous photovoltaic system with batteries was considered. The obtained results and their 
visualization show the viability of applying the approach. 

 
Keywords: photovoltaic system; battery energy storage system; Volterra integral equations, mathematical modelling, 
operating modes. 
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