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Работа относится к области машиноведения, а именно к осциллирующим механическим системам. Акту-

альность исследования определяется тем, что колебания инертных масс встречаются повсеместно. В об-
ласти строительства и использования авиационной и ракетной техники эта тема имеет особенно важное 
значение. Подобно трехмерной плоской системе координат в координатной плоскости Z может быть рас-
смотрена многомерная система с n осями 1 20 , 0 , , 0 ,z z znx x x…  смещенными друг относительно друга на углы 
2 .nπ  Имеется произвольный вектор ,R  исходящий из начала координат 0.  .Z⊂R  Доказывается, что 
точки 1 2, , , ,nx x x…  являющиеся координатами конца вектора R  в координатной системе 

1 20 , 0 , , 0 ,z z znx x x…  являются вершинами правильного многоугольника. Форма и размеры многоугольника не 
связаны с координатами вектора ,R  т.е. неизменны. Центр правильного многоугольника во всех случаях сов-
падает с серединой вектора .R  В рассматриваемом (идеализированном) случае многоугольник, в вершинах 
которого расположены осциллирующие грузы массами m, лежит в плоскости Z. В технических приложениях 
грузы не должны препятствовать перемещениям друг друга, следовательно, каждому грузу должна соот-
ветствовать своя плоскость, а все плоскости должны быть параллельными (наподобие многопоршневого 
механизма). Условием возникновения свободных гармонических колебаний является равенство нулю полной 
энергии системы, которая в рассматриваемом случае является исключительно кинетической, что и обуслов-
ливает монореактивный характер осциллятора. В рассмотренном мультимассовом осцилляторе могут про-
исходить свободные гармонические линейные колебания грузов. При этом в энергообмене участвует только 
кинетическая энергия. В упругих элементах нет необходимости. Осциллятор не имеет фиксированной соб-
ственной частоты колебаний. Частота зависит от начальных скоростей и положений грузов. Правильный 
многоугольник 1 2, , , nx x x…  совершает двойное вращение – вокруг точки 0 и вокруг точки r. В то же время 
грузы осуществляют линейные гармонические колебания с амплитудой R. Использование кривошипно-
ползунного или кривошипно-шатунного механизма позволит организовать параллельное движение грузов. 

 
Ключевые слова: многоугольник, осциллирующий груз, свободные колебания, монореактивная система, час-
тота. 

 
 

Введение 
звестны двухмерные [1–3] и трехмер-
ные [4, 5] плоские монореактивные 
осцилляторы, в которых могут возни-

кать свободные гармонические колебания [6–8]. 
Недостатком двухмерных является несбаланси-
рованность по силам, что может приводить 
к вредным побочным вибрационным эффектам. 
Этого недостатка лишены трехмерные осцилля-
торы. Вместе с тем представляет интерес воз-
можность увеличения размерности плоских мо-
нореактивных осцилляторов, например, при мо-
делировании центрально симметричных 
многопоршневых механизмов [9–11]. 

Актуальность исследования определяется 
тем, что колебания инертных масс встречаются 
повсеместно [12–14].  

Методы исследования 
Используются классические методы теоре-

тической механики [15–17]. 
Главной методической особенностью на-

стоящей работы является применение плоской 
системы координат с избыточным числом коор-
динатных осей, что позволяет упростить и ми-
нимизировать построение математической мо-
дели рассматриваемой механической системы. 

Прототипом такой системы координат явля-
ется векторное пространство трехфазной систе-
мы в электротехнике [18–20]. 

Моделирование мультимассового  
осциллятора 
Подобно системе координат, рассмотренной 

в [4, 5], в координатной плоскости Z может быть 

И 
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рассмотрена система координат с n осями 
1 20 , 0 , , 0 ,z z znx x x…  смещенных друг относитель-

но друга на углы 2 .nπ  Имеется произвольный 
вектор ,R  исходящий из начала координат 0.  

.Z⊂R  В указанных обстоятельствах справедлива 
Теорема 1 
1.1. Точки 1 2, , , ,nx x x…  являющиеся коорди-

натами конца вектора R  в координатной систе-
ме 1 20 , 0 , , 0 ,z z znx x x…  являются вершинами пра-
вильного многоугольника. 

1.2. Форма и размеры многоугольника не 
связаны с координатами вектора ,R  т. е. неиз-
менны.  

1.3. Центр правильного многоугольника во 
всех случаях совпадает с серединой вектора .R  
Доказательство 
Координаты вектора R  

 1 cos ,x R= ϕ  (1) 

 2 cos ,x R
n
π⎛ ⎞= − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2) 

 3
2cos ,x R
n
π⎛ ⎞= − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3) 

……………………. 

 
( )1

cos ,i
i

x R
n

⎡ − π ⎤
= − ϕ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (4) 

……………………. 

 
( )1

cos .n
n

x R
n

⎡ − π ⎤
= − ϕ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (5) 

Из теоремы косинусов следует 

( )2 2 2 2
1

( 1)cos cosi i
i ix x R

n n+
⎧ − π π⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − ϕ + − ϕ −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎩

 

( 1)2cos cos cosi i
n n n

⎫− π π π⎡ ⎤ ⎛ ⎞− − ϕ − ϕ =⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎭
 

2 2

2

cos

cos cos sin sin

iR
n n

i i
n n

⎧ π π⎛ ⎞= − ϕ − +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

π π⎛ ⎞+ ϕ + ϕ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 cos cos cos sin sin

sin sin cos cos sin

i i
n n n

i i
n n n

⎡ π π π⎛ ⎞− ϕ + ϕ +⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤π π π⎛ ⎞+ ϕ − ϕ ×⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

cos cos sin sin cosi i
n n n

⎫π π π⎛ ⎞× ϕ + ϕ =⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

cos cos cos cos sin sin

sin sin cos

i iR
n n n n

i
n n

π π π π⎛= ϕ + ϕ +⎜
⎝

π π
+ ϕ +

 

2 2 2

2

sin cos sin

2cos cos cos sin sin

i
n n

i i
n n n

π π
+ ϕ +

π π π
+ ϕ ϕ +

 

2

2

2cos cos cos sin sin

2cos cos cos sin sin

i i
n n n n

i
n n n

π π π π
+ ϕ −

π π π
− ϕ ϕ +

 

2

2

2cos sin sin sin cos

2cos sin sin sin cos

i
n n n

i i
n n n n

π π π
+ ϕ ϕ −

π π π π
− ϕ −

 

2

2 2 2 2

2sin sin cos cos sin

cos cos sin sin

i i
n n n
i i
n n

π π π
− ϕ ϕ +

π π
+ ϕ + ϕ +

 

2 2 22cos cos sin sin 2cos cos cosi i i
n n n n
π π π π

+ ϕ ϕ − ϕ −  

2

2

2cos sin sin cos cos

2sin sin cos cos cos

i i
n n n

i i
n n n n

π π π
− ϕ ϕ −

π π π π
− ϕ +

 

2

2

2sin cos sin cos cos

2cos cos cos sin sin

i
n n n

i i
n n n

π π π
+ ϕ ϕ −

π π π
− ϕ ϕ −

 

2 2 2

2

2cos sin sin

2sin sin cos sin cos

i
n n
i

n n n

π π
− ϕ −

π π π
− ϕ ϕ +

 

22sin cos sin sin cosi i
n n n n
π π π π ⎞+ ϕ =⎟

⎠
 

2 2

2 2 2 2 2

cos

sin sin cos cos cos

R

i i i
n n n n n

⎡= ϕ×⎢⎣
π π π π π⎛ ⎞× − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
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2 2 2 2 2 2sin sin cos cos sin sini i i
n n n n n

⎤π π π π π⎛ ⎞+ ϕ − + =⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
 

2 2 2 2 2 2cos sin sin sin cosi iR
n n n n
π π π π⎛ ⎞⎡= ϕ + +⎜ ⎟⎣ ⎝ ⎠

 

2 2 2 2 2sin sin cos sin sini i
n n n n

⎤π π π π⎛ ⎞+ ϕ + =⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦
 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin sin cos

sin sin cos sin

i iR
n n n

i i
n n n

⎡ π π π⎛ ⎞= ϕ + +⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤π π π⎛ ⎞+ ϕ + =⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

 

( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

cos sin sin sin

sin cos sin sin .

R
n n

R R
n n

π π⎛ ⎞= ϕ + ϕ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

π π
= ϕ + ϕ =

 

Это означает, что любая сторона много-
угольника имеет фиксированную длину, не свя-
занную с координатами вектора .R  

Пусть r – это средняя точка вектора .R  Из 
теоремы косинусов следует 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

1 1cos
4

1 112cos cos .
2 4

i
i

x r R
n

i i R
n n

⎧ ⎡ − π ⎤⎪= − ϕ + −⎨ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ − π ⎤ ⎡ − π ⎤⎪− − ϕ − ϕ =⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

 

Это означает, что расстояния от точки r до 
всех вершин многоугольника равны между со-
бой. Следовательно, точка r находится в центре 
многоугольника, что с учетом равенства его 
сторон, позволяет заключить, что многоуголь-
ник правильный. 

Теорема доказана. 
Теорема 1 дает исчерпывающее представле-

ние об очертаниях мультимассового осциллято-
ра, который схематично изображен на рисунке. 

В рассматриваемом (идеализированном) слу-
чае многоугольник, в вершинах которого распо-
ложены осциллирующие грузы массами m, ле-
жит в плоскости Z. В технических приложениях 
грузы не должны препятствовать перемещениям 
друг друга, следовательно, каждому грузу 
должна соответствовать своя плоскость, а все 
плоскости должны быть параллельными (напо-
добие многопоршневого механизма). 

 

m

m

R

m
m

r

0

x5

x3
x1

x2

x4

m

 
Мультимассовый осциллятор 

Multimass oscillator 
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Анализ мультимассового осциллятора 
Далее предполагается отсутствие диссипации 

энергии и внешних воздействий на осциллятор.  
Производные выражений (1)–(5) доставляют 

скорости грузов. 

1 sin ,dx dR
dt dt

ϕ
= − ϕ  

2 sin ,dx dR
dt n dt

π ϕ⎛ ⎞= − ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 2sin ,dx dR
dt n dt

π ϕ⎛ ⎞= − ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

……………………. 

( )1
sin ,i idx dR

dt n dt
⎡ − π ⎤ ϕ

= − ϕ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

……………………. 

( )1
sin .n ndx dR

dt n dt
⎡ − π ⎤ ϕ

= − ϕ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Условием возникновения свободных гармо-
нических колебаний является равенство нулю 
полной энергии системы, которая в рассматри-
ваемом случае является исключительно кинети-
ческой, что и обусловливает монореактивный 
характер осциллятора [3]. 

( )

2 2 2

2

1 sin sin
2

1
sin

T mR
n

i
n

⎧ π⎛ ⎞= ϕ + − ϕ +…+⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

⎡ − π ⎤
+ − ϕ +…+⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

 ( ) 2
2 1

sin .
n d

n dt
⎫⎡ − π ⎤ ϕ⎪⎛ ⎞+ − ϕ ⎬⎢ ⎥ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎭
 (6) 

Для рассматриваемой плоской многомерной 
системы координат справедлива 

Теорема 2 
Для 2n ≥  выполняется соотношение 

 ( )2

1

1
sin .

2

n

i

i n
n=

⎡ − π ⎤
± ϕ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (7) 

Доказательство 

( )2

1

1
sin

n

i

i
n=

⎡ − π ⎤
± ϕ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

( )
1

1 21 1 cos 2
2 2

n

i

i
n=

⎧ ⎫⎡ − π ⎤⎪ ⎪= − ± ϕ =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑  

( )

( )
1

1

1 21 cos2 cos
2 2

1 21 sin 2 sin .
2

n

i
n

i

in
n

i
n

=

=

− π
= − ϕ

− π
ϕ

∑

∑

∓

∓
 

Сумма единичных векторов, отложенных на 
координатных осях 1 20 , 0 , , 0 ,z z znx x x…  равна 
нулю в силу центральной симметрии. Из этого 
необходимо следует, что и сумма проекций ука-
занных векторов на каждую из осей 

1 20 , 0 , , 0z z znx x x…  тоже равна нулю. В этой свя-
зи второе и третье слагаемые последнего выра-
жения имеют нулевые значения. 

Теорема доказана. 
Следствие 

( )2

1

2 2

1
2 sin

2

sin sin
2

n

i

i nn
n=

⎡ − π ⎤
= ⇒ ± ϕ = =⎢ ⎥

⎣ ⎦
π⎛ ⎞= ϕ + + ϕ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑
 

2 2sin cos 1.= ϕ + ϕ =  

Другими словами, последнее тождество яв-
ляется частным случаем формулы (7). 

Очевидно, что справедлива и 
Теорема 3 
Для 2n ≥  выполняется соотношение 

( )2

1

1
cos .

2

n

i

i n
n=

⎡ − π ⎤
± ϕ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

Применение теоремы 2 к энергии (6) дает 

 
2

21 const.
4

dT nmR
dt
ϕ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (8) 

Это означает, что 

const,d
dt
ϕ

=  

1 2.C t Cϕ = +  

В общем виде начальные условия имеют вид: 

( ) 00 ,ϕ = ϕ  

( ) 00 .d
dt
ϕ

= ω  

Поэтому  

2 0 ,C = ϕ   1 0.C = ω  

С учетом этого перемещения грузов (1)–(5) 
приобретают форму 
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( )1 0 0cos ,x R t= ω + ϕ  

2 0 0cos ,x R t
n
π⎛ ⎞= − ω − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3 0 0
2cos ,x R t
n
π⎛ ⎞= − ω − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

……………………. 

( )
0 0

1
cos ,i

i
x R t

n
⎡ − π ⎤

= − ω − ϕ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

……………………. 

( )
0 0

1
cos .n

n
x R t

n
⎡ − π ⎤

= − ω − ϕ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

В общем виде начальные условия имеют вид 

( )1 100 ,x x=  

( )1
100 .dx v

dt
=  

Очевидно, что 

10
0cos ,x

R
ϕ =  

2
10 10

0 2arccos arcsin 1 ,x x
R R

ϕ = = −  

( )0 0 0 10sin 0 ,R v− ω ω + ϕ =  

 10
0 2 2

10

.v

R x
ω = −

−
 (9) 

Выводы 
В рассмотренном мультимассовом осцилля-

торе могут происходить свободные гармониче-
ские линейные колебания грузов. При этом 
в энергообмене участвует только кинетическая 
энергия. В упругих элементах нет необходимости.  

Осциллятор не имеет фиксированной собст-
венной частоты колебаний. В соответствии с (9) 
частота зависит от начальных скоростей и по-
ложений грузов. 

Правильный многоугольник 1 2, , , nx x x…  со-
вершает двойное вращение – вокруг точки 0 
и вокруг точки r.  

В то же время грузы осуществляют линейные 
гармонические колебания с амплитудой R. 

Полученные результаты отличаются от опи-
санных в [2] повышением строгости и досто-
верности определения фазы свободных гармо-

нических колебаний грузов за счет составления 
и решения соответствующего дифференциаль-
ного уравнения (8), а также существенным раз-
витием представления о пространственной кон-
фигурации осциллирующей системы за счет 
представления соответствующего графического 
материала. Отличие от работы [5] состоит в тео-
ретическом обосновании возможности построе-
ния осциллирующей системы с произвольным 
числом колеблющихся грузов, что значительно 
расширяет область возможных технических 
приложений. 

Использование кривошипно-ползунного или 
кривошипно-шатунного механизма позволит 
организовать параллельное движение грузов. 
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Modeling and Analysis of a Multidimensional Planar Monoreactive Oscillator 

 
I.P. Popov, PhD in Engineering, Kurgan State University, Kurgan, Russia 
N.M. Filkin, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 
V.V. Kharin, PhD in Engineering, CJSC “Kurganstalmost”, Kurgan, Russia 
A.A. Mityunin, PhD in Engineering, LLC “Mostproekt” Kurgan, Russia 

 
The work belongs to the field of mechanical engineering, namely: to oscillating mechanical systems. The relevance 

of the study is determined by the fact that fluctuations of inertial masses are found everywhere. In the field of con-
struction and use of aviation and rocket technology, this topic is of particular importance. Like a three-dimensional 
plane coordinate system in the coordinate plane Z, a multidimensional system with n axes  1 20 , 0 , , 0z z znx x x…   shifted 
relative to each other by angles 2 nπ  can be considered. There is an arbitrary vector R  emanating from the origin 
0.  .Z⊂R  It is proved that the points 1 2, , , ,nx x x…  which are the coordinates of the end of the vector R  in the co-
ordinate system 1 20 , 0 , , 0 ,z z znx x x…  are the vertices of a regular polygon. The shape and dimensions of the polygon 
are not related to the coordinates of the vector ,R i.e. are unchanged. The center of a regular polygon in all cases 
coincides with the middle of the vector .R  In the considered (idealized) case, the polygon, at the vertices of which 
there are oscillating weights of masses m, lies in the Z plane. multi-piston mechanism). In the considered multidimen-
sional plane monoreactive oscillator, free harmonic linear oscillations of loads can occur. In this case, only kinetic 
energy is involved in the energy exchange. There is no need for elastic elements. The oscillator does not have a fixed 
natural oscillation frequency. The frequency depends on the initial speeds and positions of the weights. A regular 
polygon 1 2, , , nx x x…  makes a double rotation - around the point 0 and around the point r. At the same time, the 
loads carry out linear harmonic oscillations with amplitude R. The use of a crank-slider or crank-and-rod mechanism 
will allow organizing the parallel movement of goods. 

 
Keywords: polygon, oscillating weight, free oscillations, monoreactive system, frequency. 
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