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Рассмотрена задача анализа параметров хаотической системы дробного порядка. В качестве примера 

выбрана хаотическая система на основе цепи Чуа целого порядка. Для получения цепи Чуа дробного порядка 
предложено заменить емкостные элементы в исходной цепи на элементы с фрактальным импедансом. Це-
лью работы является создание математической модели цепи Чуа дробного порядка с реальными значениями 
элементов цепи, на основе которой оценить существующие программные продукты в среде Matlab, подходя-
щие для моделирования хаотических систем дробного порядка, а также поиск программных продуктов, под-
ходящих для вычисления спектра показателей Ляпунова. 

Анализ готовых программных продуктов в среде Matlab из известной литературы показал, что для реше-
ния системы дифференциальных уравнений дробного порядка наиболее подходящим вариантом является про-
грамма fde_pi12_pc. Выбранная программа позволяет задавать все интересующие параметры системы 
и обладает относительно высокой точностью благодаря использованию алгоритма предиктор – корректор. 

На основе этой программы построена область определения дробных показателей системы Чуа, в кото-
рой визуально наблюдается наличие характерного аттрактора. Проанализированы существующие про-
граммные продукты в среде Matlab, позволяющие вычислять показатели Ляпунова для хаотических систем 
описанными дифференциальными уравнениями дробного порядка. Из рассмотренных решений лучшей на наш 
взгляд является программа FO_NC_Lyapunov. С помощью выбранной программы построен пространствен-
ный график спектра показателей Ляпунова при изменении дробных показателей системы Чуа. На основе 
пространственного графика спектра показателей Ляпунова и критериев хаотичности системы по значени-
ям показателей Ляпунова была построена область определения с визуализацией зон хаотического поведения 
системы Чуа. 

Области определения, полученные с помощью визуального анализа наличия аттрактора и вычисления 
спектра показателей Ляпунова для одной и той же математической модели, не совпали, следовательно, 
в настоящее время отсутствуют программные продукты для достоверной оценки хаотичности систем 
дробного порядка путем вычисления спектра показателей Ляпунова. 

 
Ключевые слова: цепь Чуа, показатели Ляпунова, Matlab, хаос, дробный порядок, элемент с фрактальным 
импедансом. 

 
 

Введение 
ермин «хаос» является довольно древ-
ним и обычно связан с высокой степе-
нью беспорядка. Последние полвека ин-

тенсивных исследований в области нелинейной 
динамики и теории хаоса [1] показали, что 
в этом явлении нет ничего случайного. Приме-
нительно к электронным схемам с сосредото-
ченными параметрами хаос можно рассматри-
вать как долговременное непредсказуемое пове-
дение системы, характеризующееся изменением 
во времени выходных параметров, которые од-
новременно чрезвычайно чувствительны к на-
чальным условиям и ограничены в конечном 
объеме пространства состояний [2].  

Существуют два необходимых условия для 
аналоговых динамических систем, при которых 
может развиваться хаос [3]: три степени свобо-
ды (справедливы для автономных систем; 

управляемые системы должны быть как мини-
мум второго порядка) и наличие некоторой не-
линейности.  

Привлекательность динамического хаоса 
применительно к системам связи определяется 
его свойствами [4]: 

• возможность получения сложных колеба-
ний со сплошным спектром с помощью простых 
по структуре электронных устройств;  

• в одном генераторе хаоса может быть реа-
лизовано большое количество различных хао-
тических режимов;  

• управление хаотическими режимами про-
изводится путем малых изменений параметров 
системы;  

• хаотические системы обладают в среднем 
постоянной энтропией на отсчет;  

• разнообразие методов модуляции инфор-
мационного сигнала в хаотический;  
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• возможность «вложения» большого коли-
чества информации в хаотический сигнал;  

• увеличение скорости модуляции по отно-
шению к традиционным методам модуляции;  

• явление самосинхронизации. 
Одним из свойств хаотичности системы яв-

ляется чувствительность к начальным условиям. 
В качестве количественной меры это понятие 
обычно рассматривают как показатель Ляпуно-
ва (ПЛ) [5]. Для n-мерного фазового простран-
ства существует n показателей Ляпунова, кото-
рые в совокупности называются спектром ПЛ.  

В работе [6] выдвинута гипотеза, что хаоти-
ческая автономная система, описываемая тремя 
уравнениями, с определенными параметрами 
нелинейности и управления будет хаотична для 
любого дробного порядка системы 2 + ∈, где 
0 < ∈ < 1. Следовательно, хаотическая система 
может иметь дробный порядок. Однако законо-
мерности поведения хаотических систем дроб-
ного порядка и отличие их параметров от пара-
метров хаотических систем целого порядка 
практически не изучены. 

На наш взгляд существуют два основных 
преимущества использования дробного исчис-
ления в хаотических моделях. Во-первых, уве-
личивается нелинейность и сложность системы, 
что делает ее более привлекательной для кон-
фиденциальной передачи данных. Во-вторых, 
дробный порядок можно рассматривать как до-
полнительный параметр, который позволяет из-

менять поведение системы без изменения кон-
струкции генератора хаоса. 

Целью работы является создание математи-
ческой модели цепи Чуа дробного порядка 
с реальными значениями элементов цепи, на 
основе которой оценить существующие про-
граммные продукты в среде Matlab, подходящие 
для моделирования хаотических систем дробно-
го порядка, а также поиск программных продук-
тов, подходящих для вычисления спектра пока-
зателей Ляпунова. 

Цепь Чуа дробного порядка 
Цепь Чуа (рис. 1, а) была предложена про-

фессором Калифорнийского университета Лео-
ном Чуа в 1983 г. [7]. После ее открытия она 
стала на несколько десятилетий парадигмой 
изучения хаоса. До сих пор эта простая схема 
исследуется с разных точек зрения и широко 
используется в образовательных целях. По этой 
причине было принято решение начать исследо-
вание хаотических систем дробного порядка, 
отталкиваясь именно от схемы Чуа целого по-
рядка. 

Классическая схема Чуа состоит из четырех 
линейных элементов: двух конденсаторов, ин-
дуктивности и резистора, а также включает 
в себя один нелинейный локально активный 
элемент – диод Чуа. Диод Чуа имеет кусочно-
линейную с отрицательным сопротивлением 
вольтамперную характеристику, которая пред-
ставлена на рисунке 1, b. 

 

  
а b 

Рис. 1. Цепь Чуа (а); нелинейная характеристика диода Чуа (b) 

Fig. 1. Chua circuit (a); non-linear characteristic of the Chua diode (b) 

Систему уравнений для цепи Чуа можно по-
лучить, используя закон Кирхгофа для токов 
в узлах схемы и закон Кирхгофа для напряже-
ний в контуре, образованном индуктивностью L 
и емкостью С2 [8]: 
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Учитывая компонентные уравнения для ем-
кости и индуктивности [9], получим следую-
щую систему уравнений: 
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Ток через диод Чуа Ig описывается кусочно-
линейной функцией (см. рис. 1, b) вида 

 ( )( )1 1 10,5 .g b a bI G v G G v E v E= + − + − −  (3) 

Современный вариант схемы Чуа (рис. 2) 
представляет собой замену индуктивности на 
гиратор [10] и диода Чуа на два параллельных 
преобразователя отрицательного сопротивления 
на основе операционных усилителей [11]. 

Этот вариант схемы используется для моде-
лирования системы Чуа. В соответствии с этим 
и основываясь на работе [12], параметры ку-

сочно-линейной функции (см. рис. 1, b) Ga, Gb 
и E можно представить следующими уравне-
ниями: 

 1 1 ;
3 6aG

R R
= − −  (4) 

 1 1 ;
3 7bG

R R
= − +  (5) 

 пит
6 ,

8 6
RE E

R R
=

+
 (6) 

где пит 9 .E В=  
 

 
Рис. 2. Вариант схемы системы Чуа 

Fig. 2. Chua system circuit variant 

Один из вариантов получения дробного по-
рядка цепи Чуа – это замена обычных конденса-
торов на фрактальные конденсаторы или, как 
принято их называть, – элементы с фракталь-
ным импедансом (ЭФИ) [13]. Под ЭФИ в на-
стоящее время понимаются электрические 
двухполюсные радиоэлементы, импеданс кото-
рых имеет постоянный фазовый сдвиг 

2Z qϕ = π  ( )0 1q< <  в ограниченном диапазо-
не частот, а фрактальный импеданс определяет-
ся выражением вида 

 21 ,
jq

F q
F

Z e
C

π
−

=
ω

 (7) 

где ω – круговая частота; FC  – константа, имею-
щая смысл псевдоемкости (фрактальная емкость). 

В системе уравнений (2) участвуют два кон-
денсатора, следовательно, их можно заменить 
на два ЭФИ. Исходя из работы [14] для динами-
ческих систем, описывающихся дифференци-
альным уравнением дробного порядка, зависи-
мость между током и напряжением на полюсах 
ЭФИ можно представить дифференциальным 
уравнением нецелого порядка q вида 

 ,
q

F
F F q

d vI C
dt

=   0 1.q< <  (8) 

Используя уравнение (8), перепишем систе-
му уравнений (2) в виде 

 

( )( )

( )( )

1

1

2

2

1
2 1

1

2
1 2

2

2

1 ,

1 ,

1 ,

q

gq
F

q

Lq
F

L

d v G v v I
Cdt

d v G v v I
Cdt
dI v
dt L

⎧
= − −⎪

⎪
⎪⎪ = − +⎨
⎪
⎪

= −⎪
⎪⎩

 (9) 

где 10   1  q< <  и 20   1 q< <  – дробные порядки 
ЭФИ. 

В работе [15] схема Чуа рассмотрена как 
взаимосвязь между колебательным контуром 
LC, фильтром нижних частот (ФНЧ) RC и не-
линейной нагрузкой в виде диода Чуа. Исходя 
из этой концепции при замене конденсаторов 
на ЭФИ можно получить: колебательный  
LC-контур дробного порядка и ФНЧ дробного 
порядка.  
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Моделирование цепи Чуа  
дробного порядка в среде Matlab 
Рассмотрим нормализованную безразмерную 

систему уравнений схемы Чуа. Для этого произ-
ведем замену: 

 

2 2

1

2

0 1 2

1 2

; ; ; ;

; ; ; .

F Fa b

F

L

F

C CG Gm m
G G C LG

v v ItG x y z
C E E EG

= = α = β =

τ = = = =
 (10) 

В результате замены получим систему урав-
нений вида 
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где ( ) ( )( )1 0 10,5 1 1 ;h x m x m m x x= + − + − −  

10   1  q< <  и 20   1 .q< <  
Для моделирования системы (11) необходи-

ма возможность задания начальных условий 
и порядка каждого уравнения системы. В лите-
ратуре можно найти несколько способов реше-
ния системы дифференциальных уравнений 
дробного порядка в среде Matlab, сравнитель-
ный анализ которых приведен в таблице 1. 

Можно утверждать, что из рассмотренных 
вариантов для решения системы дифференци-
альных уравнений дробного порядка наиболее 
подходящим вариантом является программа 
fde_pi12_pc, которая позволяет задавать все ин-
тересующие параметры системы и обладает от-
носительно высокой точностью благодаря ис-
пользованию алгоритма предиктор – корректор. 
Результат решения системы уравнений (11) 
в программе fde_pi12_pc при 1 2   1 q q= =  пред-
ставлен на рисунке 3. 

 
Таблица 1. Сравнение существующих программных продуктов для решения хаотических систем  
дробного порядка в среде Matlab 
Table 1. Comparison of existing software products for solving chaotic systems of fractional order  
in the Matlab program 

Наименование  
программного продукта Положительные качества Отрицательные качества 

FOMCON Toolbox [16]. 
Инструмент Fractional  

integrator 

– возможность назначения ширины 
полосы пропускания; 

– возможность назначения порядка 
приближения; 

– удобная установка и интуитивно по-
нятное использование 

отсутствует возможность назначения на-
чальных условий 

ninteger [17].  
Инструмент Fractional  

derivative 

– возможность назначения ширины 
полосы пропускания; 

– возможность назначения пропор-
ционального прироста; 

– возможность назначения порядка 
приближения; 

– широкий выбор способов фильтра-
ции 

– отсутствует возможность назначения на-
чальных условий; 

– отсутствует возможность установки инст-
румента 

fde12 [18] 

– быстрый по скорости построения 
инструмент; 

– использует алгоритм предиктор-
корректор, что увеличивает точность 

отсутствует возможность назначения дроб-
ного порядка для каждого уравнения системы 

fde_pi1_ex [19] – простой в использовании низкая точность вычислений 

fde_pi1_im [19] 

– даже при большом размере шага 
возвращает надежный результат; 

– использует алгоритм неявного мето-
да по правилу прямоугольника 

необходимо обязательно задавать матрицу 
Якоби 

fde_pi2_im [19] 

– даже при большом размере шага 
возвращает надежный результат; 

– использует алгоритм неявного мето-
да по правилу трапеции 

необходимо обязательно задавать матрицу 
Якоби 

fde_pi12_pc [19] 
– использует алгоритм предиктор – 

корректор, что увеличивает точность; 
– простой в использовании 

– 

алгоритмы Грюнвальда – 
Летникова [20] 

имеется возможность поэтапной 
оценки работы алгоритма 

– низкая точность вычислений; 
– отсутствует единое готовое решение 
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Рис. 3. Аттрактор цепи Чуа 

Fig. 3. Chua circuit attractor 

Перед началом вычисления спектра ПЛ была 
решена система уравнений (11) в программе 
fde_pi12_pc при различных показателях дробного 

порядка q1 и q2 с шагом 0,01 и визуально оцене-
но наличие или отсутствие аттрактора, пред-
ставленного на рисунке 3. В результате этого 
получена область определения дробных показа-
телей системы Чуа (11) q1 и q2, при которых ви-
зуально наблюдается хаотическое поведение 
системы (рис. 4). Закрашенный участок соответ-
ствует области, в которой наблюдается харак-
терный вид аттрактора, называемого двойным 
завитком (англ. double scroll). 

В работе [21] показано, что цепь Чуа может 
проявлять хаотическое поведение для мини-
мального дробного порядка системы равного 2,7 
при изменении дробного порядка каждого из 
трех уравнений цепи Чуа. В нашем случае (см. 
рис. 4) минимальный порядок системы, при ко-
тором наблюдается хаотическое поведение, 
0,82 + 0,86 + 1 = 2,68, следовательно, минималь-
ный порядок достигается даже при изменении 
двух дробных порядков системы уравнений це-
пи Чуа. 

 

 
Рис. 4. Дробные показатели системы Чуа (11) q1 и q2, при которых визуально наблюдается  

хаотическое поведение системы 

Fig. 4. Fractional exponents of the Chua system (11) q1 and q2 at which the chaotic behavior of the system  
is visually observed 

Расчет показателя Ляпунова  
для цепи Чуа в среде Matlab 
Кроме оценки наличия аттрактора для коли-

чественной оценки хаотичности системы ис-
пользуется показатель Ляпунова (ПЛ) [22–26], 
который эффективен как при изучении авто-
номной, так и неавтономной динамики систем 
с сосредоточенными и распределенными пара-
метрами. ПЛ характеризует неустойчивость фа-

зовых траекторий, то есть наличие высокой чув-
ствительности движения к вариации начальных 
условий. 

Рассмотрим точку ( )0x t  на рисунке 5, кото-
рая принадлежит аттрактору в начальный мо-
мент времени 0.t   

Выбрав некоторое достаточно малое прира-
щение ( )0 ,tε  можно получить точку ( )0x t  такую, 
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чтобы ( ) ( ) ( )0 0 0 .x t x t t− = ε  Запуск вычислений 

при начальных условиях ( )0x t  и ( )0x t  на время 
равное tΔ  позволяет получить точки ( )x t  
и ( ).x t  Расстояние между ( )x t  и ( )x t  обозна-
чим через ( ) ,tε  которое упрощенно можно счи-
тать равным 

 ( ) ( )0 ,tt t eλΔε ≅ ε  (12) 

где λ – параметр, называемый старшим ПЛ. 
 

 
Рис. 5. Определение ПЛ 

Fig. 5. Definition of the Lyapunov exponent 

После преобразования (12) получим 

 ( )
( )0

1 ln .
t

t t
⎛ ⎞ε

λ ≅ ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ε⎝ ⎠
 (13) 

Для уточнения результата вычисления стар-
шего ПЛ запуск вычисления системы произво-
дится многократно. 

Спектр ПЛ вычисляется аналогично старше-
му ПЛ за исключением того, что строится  
в n-мерном фазовом пространстве n-мерная 
сфера с радиусом ( )0 ,tε  затем вычисляется рас-
стояние до каждой траектории по главным по-
луосям ( ) ( )( )1 , , nt tε … ε  n-мерного эллипсоида 
ортогональной n-мерной системы координат. 

Существует множество алгоритмов для вы-
числения старшего ПЛ или спектра ПЛ либо из 
системных уравнений (алгоритм Бенеттина) 
[27], либо из временных рядов [28, 29]. В на-
стоящее время существует несколько готовых 
программных продуктов для вычисления стар-
шего ПЛ или спектра ПЛ у хаотических систем 
дробного порядка в среде Matlab. Сравнитель-
ный анализ программных продуктов представ-
лен в таблице 2. 

 
Таблица 2. Оценка готовых программных продуктов для вычисления старшего ПЛ или спектра ПЛ  
у хаотических систем дробного порядка в среде Matlab 
Table 2. Evaluation of existing solutions for calculating the maximum Lyapunov exponent or the spectrum  
of Lyapunov exponents for chaotic systems of fractional order in the Matlab program 

Наименование  
программного продукта Описание 

FO_NC_Lyapunov [30] 
Позволяет вычислить спектр ПЛ для отличающихся друг от друга дробных поряд-
ков системы уравнений. В файле FO_NC_Lyapunov используется программа 
fde_pi12_pc 

FO_Lyapunov_p [31] 
Используется совместно с файлом run_FO_LE_p для получения эволюции измене-
ния показателей Ляпунова от значения дробного порядка. В файле FO_Lyapunov_p 
используется программа fde12 

Lyarosenstein [32] 

Программа использует алгоритм Розенштейна. При попытках автоматизированно-
го вычисления старшего ПЛ выдает ошибки на определенных значениях q1 и q2, 
что не позволяет получать эволюцию изменения старшего ПЛ от значений дробных 
порядков хаотической системы уравнений 

Алгоритм Вольфа [33] 

Алгоритм в течение многих лет распространялся авторами на Fortran и C и только 
недавно был преобразован в Matlab. Программа не удобная, интуитивно не понят-
ная. Не позволяет получать эволюцию изменения старшего ПЛ от значений дроб-
ных порядков хаотической системы уравнений 

Алгоритм Бенеттина  
из работы [34] 

Простой и понятный алгоритм, описанный математически. Для систем целого по-
рядка результат соответствует ожидаемому, но не позволяет вычислять спектр ПЛ 
для систем дробного порядка 

 
Из всех найденных и рассмотренных вариан-

тов лучшим решением для вычисления спектра 
ПЛ является программа FO_NC_Lyapunov. 

Для получения эволюции изменения спек-
тра ПЛ от значений дробных порядков хаоти-
ческой системы уравнений необходимо изме-
нить программу FO_NC_Lyapunov, написав 

надстройку из двух циклов перебора парамет-
ров q1 и q2, а также заменив систему уравне-
ний по умолчанию на систему уравнений (11) 
цепи Чуа. Параметры q1 и q2 изменялись от 
0,8 до 1 с шагом 0,01, в результате чего был 
получен график, представленный на рисун-
ке 6. 
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Для хаотической системы, состоящей из 
трех уравнений, известно, что она будет хао-
тична, если один ПЛ будет положительный, 
второй – отрицательный, а третий – равен ну-
лю [35]. Исходя из этого и результата, полу-
ченного на рисунке 6, можно визуально оце-

нить границы зоны распределения хаотичности 
системы Чуа. Результат визуализации пред-
ставлен на рисунке 7. Окрашенный участок 
соответствует области, в которой по критерию 
хаотичности спектра ПЛ должен присутство-
вать хаос. 

 

 
Рис. 6. График изменения спектра ПЛ системы Чуа при изменении порядков q1 и q2 

Fig. 6. Graph of the change in the spectrum of Lyapunov exponents of the Chua system with a change  
in the orders q1 and q2 

 
Рис. 7. Дробные показатели системы Чуа (11) q1 и q2, при которых выполняется условие хаотичности  

по значениям спектра ПЛ 

Fig. 7. Fractional exponents of the Chua system (11) q1 and q2 at which the condition of chaos is satisfied  
according to the value of the Lyapunov exponent 
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При сравнении рисунков 4 и 7 можно заме-
тить существенные отличия областей определе-
ния хаотического поведения системы Чуа, сле-
довательно, в настоящее время для оценки сис-
тем дробного порядка не существует алгоритма, 
результаты которого можно было бы сопоста-
вить с визуальным наблюдением, а значит, дос-
товерно оценить спектр ПЛ. 

Выводы 
Таким образом, проведенный анализ пока-

зал, что лучшим программным продуктом 
в среде Matlab для моделирования хаотических 
систем дробного порядка является программа 
fde_pi12_pc.  

Анализ программных продуктов в Matlab для 
вычислений спектра ПЛ показал, что в настоя-
щее время отсутствуют готовые инструменты 
для достоверной оценки хаотичности систем 
дробного порядка путем вычисления спектра ПЛ. 

В дальнейшем в этом направлении работы 
предстоит синтезировать ЭФИ с необходимыми 
параметрами q1 и q2, и проверить на PSpice-
моделях возможность получения хаотического 
поведения цепи Чуа. При положительных ре-
зультатах моделирования необходимо сравнить 
рисунок 4 с результатами схемотехнического 
моделирования. 
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The problem of analyzing the parameters of a chaotic system of fractional order is considered. As an example, 

a chaotic system based on a Chua circuit of an integer order was chosen. To obtain a Chua circuit of fractional order, 
it is proposed to replace the capacitive elements in the original circuit with elements with fractal impedance. The pur-
pose of the work is to create a mathematical model of a fractional order Chua circuit with real values of the circuit 
elements, on the basis of which to evaluate existing software products in the Matlab environment suitable for modeling 
chaotic fractional order systems, as well as to search for software products suitable for calculating the spectrum of 
Lyapunov exponents. 

An analysis of ready-made solutions in the Matlab environment, from the literature known to us, showed that the 
most suitable option for modeling a system of differential equations of a fractional order is the «fde_pi12_pc» pro-
gram. The selected program allows you to set all the system parameters of interest and has a relatively high accuracy 
due to the use of the predictor-corrector algorithm. 

Based on this program, a domain for determining fractional indicators of the Chua system was constructed in 
which the presence of a characteristic attractor is visually observed. Existing software products in the Matlab envi-
ronment are analyzed, allowing the calculation of Lyapunov exponents for chaotic systems described by fractional 
order differential equations. Of the solutions considered, the best, in our opinion, is the «FO_NC_Lyapunov» pro-
gram. Using the selected program, a spatial graph of the spectrum of Lyapunov exponents was constructed when 
changing the fractional exponents of the Chua system. Based on the spatial graph of the spectrum of Lyapunov expo-
nents and the criteria for the chaotic behavior of the system based on the values of Lyapunov exponents, a definition 
area was constructed with visualization of zones of chaotic behavior of the Chua system. 

The domains of definition obtained by visual analysis of the presence of an attractor and calculating the spectrum 
of Lyapunov exponents for the same mathematical model did not coincide; therefore, there are currently no software 
products for reliably assessing the chaos of fractional order systems by calculating the spectrum of Lyapunov expo-
nents. 
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